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Laplace transform
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6.1.1 MNOPM
∫ ∞

−∞
|x(t)|e−(<e s)t dt < ∞ .

)Q �R�R (
HE@ @:?B@@ SH;

X(s)
.
=

∫ ∞

−∞
x(t)e−st dt .

)Q �R�T (
@:?B@@ 9:;<=

s
DC 9E>:=@ UK;H H;@ V

ROC: Region Of Converngence W B ;KA>B@@ 9;XB ;H Y@:FG@@ 9;XB
Z[> X

@:?B@D
x \E< :C]@ BH \?KA ^( 6.1.1) \;E;;C@ EH 9EE]B? 9:;<= :? ;D> YB:FG;?
x

L
↔ X , X(s) = L[x](s) .

)Q �R�_ (

DD;> ;AEH B;KA>B@@ 9;XB \>C YB EFFI ;F KDLD B:?B@ \EH x(t) ≡ 3
B;HD E> <D 9ECA B ECH:

6.1.2 M`PaOEA? E@ B ;H@ DC @:?B@ \> 9H <CXA ^
s
9;C

x(t) = eatu(t)
)Q �R�b (

Qc
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^@G:F?@ BEI]A;L H;@

x
B;H@

a = 0
@:EX<@ :;<= ^@G:F?@ BEI]A;L HE@

u
:CH>

X(s) = L[x](s)
)Q �R�� (

=

∫ ∞

−∞
eatu(t)e−st dt

)Q �R�Q (
=

∫ ∞

0
e−(s−a)t dt .

)Q �R�� (
@S 9 ;XB< ^@:?B@ DC B;KA>B@@ 9;XB ;@S \>D; Y<e (s − a) > 0

9H ]:; 9H KA>B? @S D:G�AEH
X(s) =

1

−(s − a)
e−(s−a)t

∣

∣

∣

∣

∞

t=0

)Q �R�c (
=

1

s − a
.

)Q �R�� (
B ;KA>B@ 9;XB 9=

u(t)
L
↔ 1/s

Y�:L< ^
<e s > <e a

B;KA>B@ 9;XB 9=
eatu(t)

L
↔ 1/(s − a)

JC ;AD<E]^EDD> \L;H< 9;XB@ :FG;? [> Z<e s = 0
D;<G@ BH 9EDD;> ;AAEH B;KA>B@@ 9;XB< E> <D 9ECA ^

<e s > 0

-
<e s

6Im s

a ×

ROC

��� � ��� �������� � ��� � �� ���� $ �%� �Q�R ����

��%� � �� � ����� ���  %�
EDH?C B;H :X<A B=>

6.1.3 M`PaO
x(t) = −eatu(−t) .

)Q �R�R� (
@:FG@@ ELD

X(s) = −

∫ ∞

−∞
eatu(−t)e−st dt

)Q �R�RR (
= −

∫ 0

−∞
e(a−s)t dt .

)Q �R�RT (
s
E>:= DC @S 9;XB< ^

<e (a − s) > 0
9H ]:; 9H KA>BE D:G�AEH@ \>D ^F<D< 9EEDEDC 9E>:= D<]?

t
@S @:]?<

X(s) =
−1

(a − s)
e(a−s)t

∣

∣

∣

∣

0

t=−∞

)Q �R�R_ (
=

1

s − a
.

)Q �R�Rb (
^
<e (s) < a
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'
X(s) = 1/(s − a)

�������� � �� $ ����� �� ���� ����� �� 8� �� ���� � ���"��� ��  � �%����� ����� ����� ������� � �� 8� ��%� �� �� ���� ��� '8�� �8�! ��%� $ ��� � �� ��� � ���� ��&��� �� ����� $ �%� ��
EFFI ;F@ B ;H@ :;<= @:?B@ <CXA

6.1.4 M`PaO
x(t) = eatu(t) + ebtu(−t) .

)Q �R�R� (
E> @A]K?D HE<? B ;?F;]@ B;H?G;F< ;?> <;CEX

X(s) =
1

s − a
−

1

s − b
,

)Q �R�RQ (
ROC = {<e (s) > a} ∩ {<e (s) < b} .

)Q �R�R� (
@= ;I: :? ;D> ^

a < <e (s) < b
H;@ 9;E]@ 9;XB ESH 9EE]B? @S EHAB 9H ^

a < b
9H ]:; 9H B? EE] @:?B@@ \>D^@S B ;HD KDLD B:?B@ \EH ESH 9EE]B? ;AEH EHAB@ 9H ^<>;:?@ :;CE?< BE>AH

9E? ;AED ;L EAC DC @A? HE@ 9H BEDA;EI: BH:]A
X

@EI]A;L
6.1.5 MNOPM

X(s) =
N(s)

D(s)

)Q �R�Rc (
^
D(s)

DC 9EKLH@ 9@
X(s)

DC 9E<�]@; Y
N(s)

DC 9EKLH@ 9@
X(s)

EKLH ^VUB ;C? 9:;G HDD :? ;D> W 9E?I? ;I?
^B ;H<@ B ;A;>B@ BH CE B ;KA>B@@ 9;XBD

6.1.6 ���`
^
jω

:EID 9EDE<]? 9E;;] H;@ B ;KA>B@@ 9;XB D;<G ^�
9H ^�

X(s) =
N(s)

D(s)

)Q �R�R� (
ESH B EDA;EI: @EI]A;L HE@

X(s)
DC 9E<�] DD;> ;AEH

ROC
J@
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ROC
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s
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|t| > B
:;<=

x(t) = 0
JC [> B

9EE] :? ;D> YEL;K [?B D=< H;@
x(t)
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s
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�
s
� ������ ��% ���� ���� � �� '� �� ����� $ �%� ���"� ��� �M�� aM�

s1 < s2
%��� �$ ���� $��� %���� ���� $���� ����� ��" � '� �� ����� $ �%� $�

s2
$"�

s1
# %���'

t
��� '8�� � �� �� ����� $�%� � ��

s
$" �&�

s1 < s < s2
$� �� ����

e−st < e−s1t + e−s2t .
)Q �R�T� (

�� � �� 8���
∫ ∞

−∞
|x(t)|s−st dt ≤

∫ ∞

−∞
|x(t)|s−s1t dt +

∫ ∞

−∞
|x(t)|s−s2t dt < ∞

)Q �R�TR (
8����� ��� �)� ��� $ �%� � �� ����� ( ��� � �� � �� ����� $�%� ����� �� �� ����� $ �%� � ��

s
8�������

X(s)
� ���"�  ! ���  ��� 8� '� �� ����� $ �%�  ! �� 8�� � �� � ��

( 6.1.21)
# ������$ ��%

s1 < s2
�� � $ �����

t ≥ 0
�� � 8����

e−s1t ≥ e−s2t ,
)Q �R�TT (

�� � ��
∫ ∞

0
|x(t)|s−s1t dt >

∫ ∞

0
|x(t)|s−s2t dt

)Q �R�T_ (
� �� ����� $�%� � ����� �� "� ' ! ��� ���"� ��� �� � �� ��% ��� ��� � � ��� � �� ����� $�%� 8������� ���� � �� ����� $ �%� �� ���� �� �� ���� ��� �� ��� ��  ! ��� �����###8����  ! ��� � ������� � �����  ! ���� � ������ ������ ������� � ��� ������ ���� 8��� ��� � �� ����� $ �%�

( 6.1.21)
#� � �� � ���� �� �� �$ � !� "�& 8� ����

s 6= s0
# ����� ��  %�� � ����

s0
� �� �

[−B,B]
$ �%� ����� �� �� ���

x(t)
#� %����� �� ����� $ �%� 

∫ ∞

−∞
|x(t)|e−st dt =

∫ B

−B

|x(t)|e−st dt
)Q �R�Tb (

=

∫ B

−B

|x(t)|e−s0te(s0−s)t dt
)Q �R�T� (

≤

∫ B

−B

|x(t)|e−s0t dt
[

e(s0−s)B + e−(s0−s)B
]

.
)Q �R�TQ (
$ " �� �&� � �� ����� $ �%� 

s0
$� � �� '�� �� ���� � �� � �� ��� $ ���"�� 8��%�� ��! � � 8�����

�� �� �` �
s �� ��

s
�� ��� � �� ����� $ �%� ��� ��

s0
��� ����� �& ����� 8���� �

s

:? ;D> YB E:HAED @D;=L HE@ @:?B@@
6.1.7 ���`

αx + βy
L
↔ αX + βY

)Q �R�T� (
^
ROCx ∩ ROCy

BH B;XLD DE>? 9;E]@ 9 ;XB ;
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�� �� �` ���"! ���� � �������� � ����� � �� �M�� aM�&� �

α = 1 = −β
#� $���

x = y
�% � ��"��� ��� �� ���" � ���� ��� � $ ���� $ �%� ��  �"���  �%�

s
��� �����  � �& � ����

αx + βy = 0^
ROCx ∩ ROCy

BH B;XLD DE>? B ;KA>B@@ 9;XB ^
x ∗ y

L
↔ X(s)Y (s) 6.1.8 ���`'� �� �������� � ������ ���"� ��� �M�� aM

L(x ∗ y)(s) =

∫ ∞

−∞

[
∫ ∞

−∞
x(τ)y(t − τ) dτ

]

e−st dt
)Q �R�Tc (

=

∫ ∞

−∞
x(τ)

[
∫ ∞

−∞
y(t − τ)e−st dt

]

dτ
)Q �R�T� (

=

∫ ∞

−∞
x(τ)

[
∫ ∞

−∞
y(t − τ)e−s(t−τ) dt

]

e−sτ dτ
)Q �R�_� (

=

∫ ∞

−∞
x(τ)e−sτ

[
∫ ∞

−∞
y(u)e−su du

]

dτ
)Q �R�_ R (

=

∫ ∞

−∞
x(τ)e−sτ dτ Y (s)

)Q �R�_ T (
= X(s)Y (s) .

)Q �R�__ (
�� �� �` �� ������ �� � � ������� $ �%� ����

s
$� 8 ��� ���  � �%���� �� ���" � ���� ��� � � �� ����� $�%� 8�� $"� �� �&&�� ���� � ���� �����

L[δ(t − a)](s) =

∫ ∞

−∞
e−stδ(t − a) dt = e−sa .

)Q �R�_b (
�� &&�� ���� $� ���������� ��� � ��� "���� 8� �� �� ��&�

^
X

DC ;?> H;@ B ;KA>B@@ 9;XB;
x(t − a)

L
↔ e−saX(s) 6.1.9 ���`

�M�� aM
L[x(t − a)](s) = L[(x(t) ∗ δ(t − a)](s) = X(s)e−sa .

)Q �R�_� (
�
s
�� � ��

δ
� � �� ����� $ �%� 8� $���� !��� ��" ���� ��� � �� '� �� ����� $�%�� �� 

�� �� �`
ZT <X;:< =<;:? KD;L DC @:?B@ <CXA

6.1.10 M`PaO
x(t) =











1 0 < t < T

0
B:XH)Q�R�_Q (

@:?B@@ DC @:FG@@ ELD ^
x(t) = u(t) − u(t − T )

EFE D= B ;H@ BH GIED \B EA
L[x](s) = L[u(t) − u(t − T )](s)

)Q �R�_� (
=

1

s
−

1

s
e−sT)Q �R�_c (

=
1

s

(

1 − e−sT
)

.
)Q �R�_� (
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��� ! ������� ������ � �� � ������

L[eatx(t)](s) =

∫ ∞

−∞
x(t)eate−st dt

)Q �R�b� (
=

∫ ∞

−∞
x(t)e−(s−a)t dt

)Q �R�b R (
= X(s − a) ,

)Q �R�b T (
�
s − a ∈ ROCx

��� ��"�� � �� ����� $ �%� �
ESH

lim|t|→∞ x(t)e−st = 0
9H

6.1.11 ���`
dx

dt

L
↔ sX(s) .

)Q �R�b_ (
Y9 E? ;F 9EEA>� 9EHAB BXB

dnx

dtn
L
↔ snX(s) .

)Q �R�bb (
^ VB ;KA>B@@ 9;XB<C

s
D>D 9EE]B? EA>�@ EHAB@C @XA@< W E;AEC HDD H;@ B;KA>B@@ 9;XB

�$���% ����"! ��� �M�� aM
L

[

dx

dt

]

=

∫ ∞

−∞
e−stẋ(t) dt

)Q �R�b� (
= x(t)e−st

∣

∣

∞

−∞
+

∫ ∞

−∞
se−stx(t) dt

)Q �R�bQ (
= 0 + sX(s)

)Q �R�b� (
�� �� �` ���� ��! � � �� � �� �� �� ���� ��%��� ��" 

Z9 EE;K? HD D:G�AEH DC @:?B@
6.1.12 ���`

∫ t

−∞
x(τ) dτ

L
↔

X(s)

s

)Q �R�bc (
H;@ B ;KA>B@@ 9;XB ;

ROCx ∩ {<e (s) > 0} .
)Q �R�b� (

� ���� ����� �� � ���� ��� �M�� aM
L

[
∫ t

−∞
x(τ) dτ

]

(s) = L[x ∗ u](s)
)Q �R��� (

= X(s)
1

s
.

)Q �R��R (
�� �� �`
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Zs @ABC?< @:ESG

6.1.13 ���`
−tx(t)

L
↔

d

ds
X(s) .

)Q �R��T (

�M�� aM
∫ ∞

−∞
−tx(t)e−st dt =

∫ ∞

−∞

d

ds
x(t)e−st dt

)Q �R��_ (
=

d

ds

∫ ∞

−∞
x(t)e−st dt

)Q �R��b (
=

d

ds
X(s) .

)Q �R��� (
�� �� �`

^
teatu(t)

DC @:?B@@ BH <CXA
6.1.14 M`PaO

L
[

teatu(t)
]

= −
d

ds

[

1

s − a

])Q �R��Q (
=

1

(s − a)2
,<e (s) > a .

)Q �R��� (
D<]A @? ;F @:;I<

tkeatu(t)
L
↔

k!

(s − a)k+1
<e (s) > a ,

)Q �R��c (
tkeatu(−t)

L
↔

−k!

(s − a)k+1
<e (s) < a .

)Q �R��� (

EC??
α

:;<= Z@D]K E;AEC
6.1.15 ���`

x(αt)
L
↔

1

|α|
X
( s

α

) s

α
∈ ROCx .

)Q �R�Q� (

�M�� aM
X
( s

α

)

=

∫ ∞

−∞
x(t)e−

s

α
t dt

)Q �R�Q R (
= |α|

∫ ∞

−∞
x(ατ)e−sτ dτ

)Q �R�Q T (
= |α|L[x(αt)](s) .

)Q �R�Q_ (
�� �� �`
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$ �%� �� ���� ���� ( ������ 8� � � ��� 8� ���� �% �% ��  � '� �� �� ����� � ������ ����� �&%� ��� �� )$ ����� $ �% �� �� '� ��� ! ( $ ��� ���� ���� ���� ��� ��� 8�� �)� �� ����������� ������ ��  %� ���� ���� �& � ��� �� ��� � ������� $�%� � ���� ����� � ��� � ����$ ���� ���� 
����� ����� �	
�� � �  �

���� ���% � $ ����
s = σ+ jω

 ����� ����� �� 8��� �
X(s)

���� �����  �
x(t)

���� %���'� �� ����� $ �%� 
σ

�� �
( 6.1.1)

������ � ���"�� ��� ��� ���� ���%�
X(σ + jω) =

∫ ∞

−∞
x(t)e−σte−jωt dt .

)Q �T�R (
# $ ��

L1
# � �� � ��

e−(σt)x(t)
��  � $ � � �

e−(σt)x(t)
� ����� ����� ���� �� �&

∫ ∞

−∞

∣

∣

∣
e−(σt)x(t)

∣

∣

∣
dt =

∫ ∞

−∞
|x(t)|e−<e (st) dt < ∞

)Q �T�T (
8� �� )$ �� ���� $����! $ ���� ( �� $� ����� �����  �

x
#� �� �� ���� � �� 8��%�� 8����� ���� � �� ����� $ �%� 

σ
� ���� ��� � �� ��� � ���� '������ � �� �� ����� �%� �� ���� %�� ���� �����

1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
X(s)est ds =

1

2πj

∫ ∞

−∞
X(σ + jω)eσtejωt jdω

)Q �T�_ (
= eσt 1

2π

∫ ∞

−∞
X(σ + jω)ejωt dω

= eσtF−1[X(σ + jω](t)
)Q �T�b (

� � �� � � � ��
σ

������ ����� ���
X(σ + jω) = F [e−σtx(t)]

)Q �T�� (
8���

e−σtx(t) = F−1[X(σ + jω)]
)Q �T�Q (

x(t) = eσtF−1[X(σ + jω)]
)Q �T�� (

= eσt 1

2π

∫ ∞

−∞
X(σ + jω)ejωt dω .

)Q �T�c (
�� �� ����� $�%� ���� �� ��% � �����

σ
�� ��� '����� ������ �%� �� ��� 8� �� 8��%�� 8������������ ������ �%� �� �� � ��

( 6.2.4)
##

( 6.2.3)
� �� ��� � �& 8�����

x(t) =
1

2πj

∫ σ+j∞

σ−j∞
X(s)est ds

)Q �T�� (
�$ �� ���� $���� �%�� '� �� ��� � ����� $ ����� 8����� '� �� �� ����� ����� ��� ����� ��� '������ �� ����� �� � ��"! ���� �%� �� �� ������ 8� �� 8�� ����  � �& �%� �� ���� ��� ���������
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����� ����� ����
�����	 ������ 	���� �� �

������ ����� '� ������� � ��� ��� � �� ������ $ � � $ ���� 
X(s) =

bMsM + bM−1s
M−1 + . . . + b1s + b0

sN + aN−1sN−1 + . . . + a1s + a0
.

)Q �T�R� (
���� �& �� ��� $ ��� ���

M ≥ N
$�

X(s) = CM−NsM−N + CM−N−1s
M−N−1 + . . . + C1s + C0 +

b̃N−1s
N−1 + b̃N−2s

N−2 + . . . + b̃1s + b̃0

sN + aN−1sN−1 + . . . + a1s + a0
.

)Q �T�RR (

$ ����"� � � �� ���� �)������ ������ � $" 8��� ( ������ � � ������� ���� ���� ���������
Csl

(s − λi)k
)Q �T�RT (

�� �� � � �� �� ���� )
X

� $ � !�� �� '����� ���� $�
λi
#� ��� (

L−1

(

1

(s − λi)k

)

=











1
(k−1)! t

k−1eλitu(t)
��� � � ��

−1
(k−1)! t

k−1eλitu(−t)
���� � ��)Q�T�R_ (

L−1 (1) = δ(t) .
)Q �T�Rb (

L−1 (sZ(s)) =
d

dt
z(t) .

)Q �T�R� (
�� ������� � ��� ��� �� � ������ ������ �� ����� ���� �& �! � 

9;C:A Z9E?F]? BH;;C@ EFE D= 9EE]DX 9E:<CD ]:LA
6.2.1 M`PaO

s2 + as + b

(s − λ1)2(s − λ2)
=

c1

(s − λ1)2
+

c2

(s − λ1)
+

c3

s − λ2
.

)Q �T�RQ (
D<]A;

(s − λ1)
2(s − λ2)

UB ;C? @A>? B:S=< 9;C:A \E? E FI BH
s2 + as + b

(s − λ1)2(s − λ2)
=

c1(s − λ2) + c2(s − λ1)(s − λ2) + c3(s − λ1)
2

(s − λ1)2(s − λ2)

)Q �T�R� (
(s − λ1)

2(s − λ2)
J< 9ELGH@ EAC BH DEL>A ^@H<@ @� EC< BHS Z9E>:=@ BH D<]A 9E?F]? BH;;C@ EFE D= \H>? ;D<]A;

s2 + as + b = c1(s − λ2) + c2(s − λ1)(s − λ2) + c3(s − λ1)
2 .

)Q �T�Rc (
D<]A

s = λ1
<EIA 9H B=>

λ2
1 + aλ1 + b = c1(λ1 − λ2)

)Q �T�R� (
c1

BH D<]A \H>? ^9EKLHB? 9EA;:XH@ 9E:<H@ EACC \;;E>
c1 =

λ2
1 + aλ1 + b

λ1 − λ2
.

)Q �T�T� (
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����� ����� ����
D<]A;

( 6.2.18)
J<

s = λ2
<EIA B=>

λ2
2 + aλ2 + b = c3(λ2 − λ1)

2)Q �T�TR (
\>D ^9EKLHB? 9EA;CH:@ 9E:<H@ EAC B=>C \;;E>

c3 =
λ2

2 + aλ2 + b

(λ2 − λ1)2
.

)Q �T�TT (
[:=@ BH D<]D;

( 6.2.18)
J< <EI@D Y;A<CEXC 9E>:=< C?BC@D \< ;?> :CLH ^:B ;E �=? <>:;?

c2
DC <;CEX@

Zs ELD @H;;C?@ BH :;SGA <EI@D 9;]?< [H Y
( 6.2.18)

J< <;C @DEXB? BEDD> :B ;E @� EC ^:KX@
d

ds
[s2 + as + b] =

d

ds
[c1(s − λ2) + c2(s − λ1)(s − λ2) + c3(s − λ1)

2]
)Q �T�T_ (

2s + a = c1 + c2(s − λ2 + s − λ1) + 2c3(s − λ1)
)Q �T�Tb (

D<]A;
s = λ1

<EIA B=>
2λ1 + a = c1 + c2(λ1 − λ2)

)Q �T�T� (
\>D ^9EKLHB? 9E:<H@ :HCC \;;E>

c2 =
2λ1 + a − c1

λ1 − λ2
.

)Q �T�TQ (
D<]A;

( 6.2.18)
J< 9E?F]? B;;C@D \BEA Y@D;]C @:;I<

c3 + c2 = 1
)Q �T�T� (

−c32λ1 − c2(λ1 + λ2) + c1 = a
)Q �T�Tc (

c3λ
2
1 + c2λ1λ2 − λ2c1 = b .

)Q �T�T� (
^
c1, c2, c3

9E= ;<]@ BH �DXA ;S B E:HAED B ;H;;C? B>:=??@:?B@@ BH D<]D EF> @D<�<; B ;KA>B@@ 9;XB D= =FE?< C?BCA \H>? ^9EE]DX 9E:<CD ];:EL ;AD<E]^@>;L@@@D;]C@ @:;I< ]:LD 9G \BEA
s2 + as + b

(s − λ1)2(s − λ2)
=

d1s + d2

(s − λ1)2
+

32

(s − λ2)
.

)Q �T�_� (
^9 ED ;G:EB< ;=EL;E B ;:;I@ EBC

�� �� �� � � ����� ����  � &� � '� �������� � ���� ��� ��&� � � ���� � ����� "���� 8� �� $ �� �����"���
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� ����� � ���� ����
JD @>;L@ @:?B@ <CXA

6.2.2 M`PaO
X(s) =

1

1 − e−sT

)Q �T�_ R (
B:S=<

X(s)
BH GIEED :CLH \>D ^

|e−sT | < 1
9EE]B? @S 9;XB< ^

T > 0
J;
<e s > 0

H;@ B ;KA>B@@ 9;XB :CH>
ZEKFA@ :;�D X;B EL

1

1 − e−sT
= 1 + e−sT + e−2sT + . . .

)Q �T�_ T (
D<]A; :<EH :<EH @>;L@ @:?B@ =I<A B ;E:HAD@ DDG<

x(t) = δ(t) + δ(t − T ) + δ(t − 2T ) + . . . =
∞
∑

k=0

δ(t − kT ) .
)Q �T�__ (

^�9E?D@ B<>:� H:]A @S B;H

*.�2�3. /010 5 6�
�� ����� %�� ��� � ���� �� ���� ����� � �� � 8��� � & ���� �&� '� ��� ��� �� ��� ���� ������

x(t) = est ��� ��������� � �� � ���� $� �� �����
5.1 ���� ��� � ��� �� '

H
#� ��"�� ��� ��� ��� ���� �

H
�� � ��! � ��� �� �� � '

H(s)est ���� � �"������ ��� �� ��� ���� ������ �� ��� � �� � ��
x
�� 8� $� %��� ��& � ������ � ��� �� �%

N
∑

n=0

an

dny(t)

dtn
=

M
∑

m=0

bm

dmx(t)

dtm
)Q �_ �R (

�� �� �� ���� '�� ���� ���� ��� ���� ����� �� � �
y
��� ����� ��

L

[

dn

dtn
x

]

(s) = snX(s)
)Q �_ �T (

� � ��
N
∑

n=0

ansnY (s) =

M
∑

m=0

bmsmX(s)
)Q �_ �_ (

Y (s)

N
∑

n=0

ansn = X(s)

M
∑

m=0

bmsm)Q �_ �b (
Y (s)

X(s)
=

∑M
m=0 bmsm

∑N
n=0 ansn

.
)Q �_ �� (
�� ��� 8� ��� �� ���� � �� ������� � ������� � ���� ��� ����

H(s) = Y (s)/X(s)
��! � �� $��� � �"�� � ���� ����� � ��

H(s)
��! � � '

L(δ) = 1
# 8���� '!�� ����� �� �� �� ����

�������
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� ����� � ���� ����
BEI]A;L E<�] D> UK;A< ;

M ≤ N
9H ]:; 9H

BIBO
@<EIE HE@ :�F? EFE D= B:H;B?@ B>:=?

6.3.1 ���`^C?? EDEDC EC?? ]DX ED=< 9@ B:;K?B@:FK? D;FG ;AEH @A;?@ :FK 9H ]:; 9H
BIBO

@<EIE HE@ BEDA;EI: B:;K?B BEI]A;L EFE D= B:H;B?@ B>:=?^C?? EDEDC EC?? ]DX ED=< 9@ B:;K?B@ BEI]A;L E<�] D> UK;A< ; @A>?@
���"� 8� '������ �  ! �� ���� $��!�� $��"� '� ��� � ���� 8� $ ��� ��  � $� ��  � $ ��  �%�$ ����� ���� ���� ���� �&� $ ��� ��  � $� ��� ��% ���� � ��� ���� � � � ��

s
� ��� � ��  ! ���& �� ����� � �� '���� � ���&"� ����� $��� � �"� �&�

M > N
$� �

( 6.2.11)
����� ��&� �M�� aM$��� � �"� $� ��� $�

BIBO
� ��� � �� ����� �� ��&� �

M ≤ N
# 8� $� %��� �� �� � ����� ����$��� � �"� �� � �� $ ����% $ �� � � ���� ��� �� 8��� '� ������� � ��

H(s)
8�� � � �� ��� �"! ��� � �������� � �� �� � $��� ���

Ctkeλitu(t) .
)Q �_ �Q (
$ ����� $ �! �������� �� $� ��� $� ���� �"! ��� $��� � �"� 8�� �

H
� $� !�� 8�

λi
� �� &%�

�� �� �` ���& ��� ��%� �%��� �
<e λi < 0

��� � ��� ��� � �&� '
t → ∞

���
������ ����	� 
��� � �  �

�� "�� � �� �� ���� �� ��� 8� ��� 8���� �� ����� � $��� �% %��� % �� ��� ��� � �� �� ���� �����
Y (s) = H(s)X(s)

)Q �_ �� (
�$ � ���� $ �� � �% $" %��� � ��%� ��

^U:;I?@ � ;�:C@ EFE D= :H;B? :;�< B ;>:=? :;<EX
6.3.2 M`PaO

-
yH1 H2-x -z

��! � ����� �� �% �Q�T ����
E> FEE? D<]A

Z(s) = H2(s)Y (s)
)Q �_ �c (

= H2(s)H1(s)X(s)
)Q �_ �� (

HE@ BDD;>@ B>:=?@ DC B:;K?B@ BEI]A;L \>D;
H(s) = H2(s)H1(s) .

)Q �_ �R� (
\�] H2

J;
H1

DC 9EA;?@ :FK 9;>K 9H ]:; 9H
BIBO

@<EIE
H

BDD;>@ B>:=?@ E>
6.3.1

�LC?? =<;A Y�:L<9H :;:< ^
<e (si) < 0

9E? EE]? 9EA;?@ FXH E:<H 9= 9E?I?�I? 9AEH :CH 9E<�] 9B ;H; Y9EA>?@ :FK 9;>K?
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� ����� � ���� ����
B>:=?@ 9D;H Y V9 E<�] 9;]E? DDG< 9H; @A;?@ :FK DDG< 9H W @<EIE @AEH B;>:=?@? BXH E> \>B E �DX@< E> [>^@<EIE BDD;>@

^U:;I?@ � ;�:C@ EFE D= :H;B? DE<]?< B ;>:=? :;<EX
6.3.3 M`PaO

-x

-

-

H1

H2 -
y1

-
y2

-
y

��
��
+

�� �� � ����� �� �% �Q�_ � ���
^BDD;>@ B:;K?B@ BEI]A;L BH <CXA

Y (s) = Y1(s) + Y2(s)
)Q �_ �RR (

= H1(s)X(s) + H2(s)X(s)
)Q �_ �RT (

= (H1(s) + H2(s))X(s)
)Q �_ �R_ (

^
H(s) = H1(s) + H2(s)

HE@ BDD;>@ B>:=?@ DC B:;K?B@ BEI]A;L \>D;
������ ���� ����� � �� �� �� �� ����� %��� '� �� �
^U:;I?@ � ;�:C@ EFE D= B:H;B? <;C? B>:=?

6.3.4 M`PaO
-��

��
+

x

6

�

-

H1

H2 -
y

� ?

 �� �� �% �Q�b ����
BDD;>@ B:;K?B@ BEI]A;L ^

H1(s) = −1
;: ;<=C YEDEDC @FEXE < ;C? H;@ :B ;E< <;CX@ @:]?@ Y�:L<

Draft
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� ����� � ���� ����
[> B<C;X?

Y (s) = H2(s)[X(s) + H1(s)Y (s)]
)Q �_ �Rb (

= H2(s)X(s) + H2(s)H1(s)Y (s)
)Q �_ �R� (

Y (s)[1 − H2(s)H1(s)] = H2(s)X(s)
)Q �_ �RQ (

Y (s) =
H2(s)

1 − H2(s)H1(s)
X(s)

)Q �_ �R� (
EDD>@ @:]?< Z< ;C?@ B>:=? BXK;A BH ;AD<];

H(s) =
H2(s)

1 − H2(s)H1(s)

)Q �_ �Rc (
EDEDC @FEXE < ;C? :;<= ;

H(s) =
H2(s)

1 + H2(s)
.

)Q �_ �R� (
:? ;D> YB ;EDA;EI: \@ B:;K?B@ B ;EI]A;LC XEAA

H1(s) =
N1(s)

D1(s)

)Q �_ �T� (
H2(s) =

N2(s)

D2(s)

)Q �_ �TR (
ESH ^

s
J< 9E? ;AED;L 9@

Ni(s),Di(s)
:CH>

H(s) =
H2(s)

1 − H2(s)H1(s)

)Q �_ �TT (
=

N2(s)
D2(s)

1 − N2(s)
D2(s)

N1(s)
D1(s)

)Q �_ �T_ (
D<]A;

D2(s)D1(s)
J< @A>?@; @A;?@ BH DEL>A

H(s) =
N2(s)D1(s)

D2(s)D1(s) − N2(s)N1(s)

)Q �_ �Tb (
D<]A EDEDC @FEXE < ;C? DC @:]?@ :;<= �:L<;

H(s) =
N2(s)

D2(s) + N2(s)
.

)Q �_ �T� (
:FK? D;FG ;AEH FE?B BDD;>@ B>:=?@ DC @A;?@ :FK YV9EEDA;EI: 9E<E>: 9= W < ;C? B>:=?< E> :;:< @S E;� E<?EFE D= 9E<�]@ 9;]E? D= BEB ;=?C? @:;I< =ELC@D \B EA E> 9G :;:< ^B ;<EIE@ EHAB? FXH HD?B? [><; Y@A>?@^9EHB?

H1(s)
<;C? B:EX<

��%�� '���� � �� ����� ( $���� �! �� ��� 8�� $����" � ���� ����� ������ $� � $ ���� ��� ��� ��� ��� ���� ����� � �� � 8� �� ���� $ �� ���� 8��� ��� �)��� � � �� �� � ��� � �&�� �� ������� ����� ����� $ ��������
Draft

cR
21 April 2006



����� �% ����� ����

-
y

H G-x -x -
y

G H-x -x

������ ����� �Q�� ����
GH

:CH>
GH = HG = I

9EE]B? 9H BE>L;@@ B>:=?@ H:]B
G

B>:=?@
H

B>:=? \BA@< 6.3.5 MNOPM@;;C @BHEIE :CH B>:=?@ HE@
I
^@HI;B@ D=

G
BD=L@ \>? :XHD; @KEA>@ B ;H D=

H
B>:=?@ DC @D=L@ \?K?^

H−1J< \? ;KB H
DC BE>L;@@ B>:=?@ ^@KEA>D

�8�! ��%� � ���� � �� � '������ "�� ��� ��%���� ���� ���"��$ �%� �� ���"�� ������ � ������ 8����� '������ ������� ��� ���"�� ������ $� 8 ���� ���� ���� ��� ��& �� ������ ��� �� �� � �� ���� $ �%�  � $��  � $ ��  � '� �� ������� ������ �� �%�$ ����� �������� ������ ���������
H−1(s) =

1

H(s)
=

1
N(s)
D(s)

=
D(s)

N(s)
.

)Q �_ �TQ (

*+,,- ,� /010 *23*4 56�
��� ����"! ��� � ������ � �� �� ���! � ���� ������� ������ ��� � ���� �% ���� �����

JC [> s
DC 9E>:= :;<= B:FG;?

x
B;H@ DC BEFFI FX KDLD B:?B@

6.4.1 MNOPM
∫ ∞

0−
|x(t)|e−(<e s)t dt < ∞ .

)Q �b �R (
HE@ @:?B@@ SH;

X+(s)
.
=

∫ ∞

0−
x(t)e−st dt .

)Q �b �T (
:C]@ BH \?KA ^B:FG;? @:?B@@ 9:;<=

s
DC 9E>:=@ UK;H H;@ V

ROC: region of convergence W @:FG@@ 9;XB
Z[> X+

@:?B@D
x \E<

x
L+
↔ X+ , X+(s) = L+[x](s) .

)Q �b �_ (

��& �
0
#� ����###�� �� �� 8��� 8!� ###�!� $����� ��� � �� ��"! ��� 

0−
8��%�� �� "� � ������ ��� � '

0
8� &� � � � �� � �  � $� ��%�� ���� ����� 8�"� � ������ � ������� � ���� ����� ��� �����& ��� �� ��� $��� '

0+# ���%��� ����� ���"�� 8� �� � ! �� ���"�� ���  � � ���� � �� �# ��� ')$ ������ �� ( $ ���"� � �� �� �� �
L+x = L[x · u] .

)Q �b �b (
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����� �% ����� ����
���� � �� � ���� �%� ������ � � �� ����� $ �%� ')� ���� �� ( ���� ����� � ����� ��� '�� 8�����

�� �% ����� �� �� 8��� �
<e s > σ0

����� '��� ���� �� � �� ���� $ �%�  � )� ����� �% ( � ����� �� ����� ���� � ��� � � �� ����� $�%� ��� ��� $�� � $ �!�� � ���� �� �& � ����� ���� ���� ������ �$ ���� � � �� �� �� � �� ���� �% �% � �� ������� � �� 8� ��� 8 ����$ ����� $ ���& �� � � ��� ���� � "� ������ ���� ��� ������ � ������ � �� ��� ����� �%� ������ � ������ ���" ��%
:? ;D> YB E:HAED @D;=L HE@ @:?B@@

6.4.2 ���`
αx + βy

L+

↔ αX + βY
)Q �b �� (

Y
x, y

9EEA? E B ;B ;H :;<=
x ∗ y

L+
↔ X+(s)Y+(s) .

)Q �b �Q (
9EE]B? 9EEA? E X:>@< 9AEHC B ;B ;H :;<=

(x · u) ∗ (y · u)
L+
↔ X+(s)Y+(s) .

)Q �b �� (

�� �� �` �� ���� ��� ������ � ����� � �� �� � ������ �M�� aM� �� �&&�� ���� � ����� �% ���� �����
L+[δ(t − a)](s) =

∫

0−
e−stδ(t − a) dt = e−sa)Q �b �c (

�� &&�� ���� $� ���������� ��� ���� "���� 8� �� �� ��&� �
a < 0

$�
0
��� �

a ≥ 0
$�

Y
a ≥ 0

:;<=
6.4.3 ���`

x(t − a)
L+
↔ e−saX+(s) .

)Q �b �� (

�� �� �` �� ���� ��� ������ � ������ � �� �M�� aM����� 8�� �
X+(s)

� ��� ����
t
�� � ����� �� �&%� 8� �� �� '���� �% � �� �����

x
$� ��  � $ � ��

a ≥ 0
�� � �� ����� � ���� ���� � �&&��' ����

s0
��� �� ���� � �� � ���� ��� ������ � ������

es0tx(t)
L+
↔ X+(s − s0) .

)Q �b �R� (
��& ���%�� ���� $� '� ������� ���� � � ������  � �%� �%��� ������ ����� �% ���� �������� � � ����
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����� �% ����� ����
ESH

t → ∞
:CH>

x(t)e−st → 0
9H

6.4.4 ���`
d

dt
x

L+
↔ sX+(s) − x(0−) .

)Q �b �RR (

�� ���� �� �����  ��� ��"�� '� ���� �%� ����� ��! � ���� $ �� ��%��� ���� �����
�M�� aM

L+

[

d

dt
x

]

=

∫ ∞

0−

d

dt
x(t)e−st dt

)Q �b �RT (
$ ���% ����"! ���

= x(t)e−st
∣

∣

∞

0−
−

∫ ∞

0−
x(t)

d

dt
e−st dt

)Q �b �R_ (
= −x(0−) + s

∫ ∞

0−
x(t)e−st dt

)Q �b �Rb (
�� �� �` ������� �� �&� '� �� ����� ���� ��" )� �� ���� ���� �%� ( � �� �& �%� �� �&�%  �� � ��� ��

dn

dtn
x

L+
↔ snX+(s) − sn−1x(0−) − sn−2x(1)(0−) − . . . − sx(n−2)(0−) − x(n−1)(0−)

)Q �b �R� (
= snX+(s) −

n
∑

k=1

sn−kx(k−1)(0−) .
)Q �b �RQ (

� �� � �� 8��� �� ���� ��� ������ 8 ��� ��& �"��� � ����� �% �����
Z9EE;K? HD D:G�AEH DC @:?B@

6.4.5 ���`
∫ t

0−
x(τ) dτ

L+
↔

X+(s)

s
.

)Q �b �R� (

�� �� �` ����� ��� ����� �%���� ��& �M�� aM
Zs @ABC?< @:ESG

6.4.6 ���`
−tx(t)

L+

↔
d

ds
X(s) .

)Q �b �Rc (

�� �� �` ����� ��� ����� ��& �M�� aM
α ≥ 0

:;<= Z@D]K E;AEC
6.4.7 ���`

x(αt)
L+

↔
1

α
X+

(s

a

)

.
)Q �b �R� (
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����� �% ����� ����
�� �� �` �����

a
# ���� 8� �� �� 8 ��� �� ���� ��� ������ ��& �M�� aM'� ��"

s
# ������ ��� $� ��� ��� &� � ��� � ���� �� $�� �� �� ���� �!�%��� ���� �!���������

9@ ESH 9E? EE] 9EH<@ B ;D;<G@ 9H YU;KAEH< ;H BECH:< B;E:D;GAEK B ;F;]A HDD EA? E B ;H :;<=
6.4.8 ���`Z9E;;CEBDXB@ [:=

x(0+) = lim
s→∞

[sX+(s)] ,
)Q �b �T� (

EL;K [:=
x(∞) = lim

s→0
[sX+(s)] .

)Q �b �TR (

EL;K@ [:=@; e0u(0+) = 1 \< ;? > H;@ EBDXB@@ [:=@ a > 0
:CH>

x(t) = e−atu(t)
B;H@ :;<=

6.4.9 M`PaOY�LC?< C?BCA 9H YKDLD :;CE?< ^
0
H;@

X+(s) =
1

s + a

)Q �b �TT (
lim

s→∞

s

s + a
= 1 = x(0+)

)Q �b �T_ (
lim
s→0

s

s + a
= 0 = x(∞) .

)Q �b �Tb (

$ � � �
z(t) = se−st �������� �� 8% � ��� ��� �� 8� �� ���� � �! �� �! ��� 8� �� �� '�& !�� %���� ����  �

sX+(s) = s

∫ ∞

0−
e−stx(t) dt =

∫ ∞

0−
z(t)x(t) dt .

)Q �b �T� (
�
1
���

z
�������� �%�� %!�

∫ ∞

0−
se−st dt = 1 ,

)Q �b �TQ (
� ��� ����  ���� ��& �� ��� �)� ���� 8�� �� ���� ( � ����  � � �&���� ��������  ��

s → ∞
�� ���

0+# ���%��� ���� �� ��� �� !�� � '�����%� ��� '�� ��� ���� �� �
L+

[

dx

dt

]

(s) = sX+(s) − x(0−)
)Q �b �T� (
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����� �% ����� ����
'�� ��� ����&"� � �����

lim
s→0

L+

[

dx

dt

]

(s) = lim
s→0

∫ ∞

0−
e−st dx

dt
(t) dt

)Q �b �Tc (
=

∫ ∞

0−

dx

dt
(t) dt

)Q �b �T� (
= x(∞) − x(0−) .

)Q �b �_� (
� � � � ����%�� � �� ���� ���

lim
s→0

sX+(s) − x(0−) = x(∞) − x(0−)
)Q �b �_ R (

lim
s→0

sX+(s)) = x(∞) .
)Q �b �_ T (

+,,- ,� /010 +,+ 0� 2 �,3 � .*� 5 6�
����� ��� $��� � �"� �� � �� 8� �� '�� ��� �� ��� ������ ����� $ ��%���� ��� ��� �� ������ �"� �� � �� ����� ����� ��� ��� '�� ����� ����� � �� ������� �������  � �% ������ �� �������%��� ���� ���� �� ����� '�� �� !���� % �� �� ����� � ���� �% ���� ����� �$�����!���!�� ����� � ���  � 8�� � �

N
∑

n=0

an

dny(t)

dtn
=

M
∑

m=0

bm

dmx(t)

dtm
)Q �� �R (

���� ��%�� ���� $ ���� � ���
y(0−), y(1)(0−), y(2)(0−), . . . , y(N−2)(0−), y(N−1)(0−).

)Q �� �T (
� � �

( 6.4.15)
�%� ��� � � �������� ����� ��&� '� ��� �� ���� ���� �� �� � ���� �% ����� �� ���&"� � �����
L+

(

N
∑

n=0

an

dny(t)

dtn

)

(s) =

N
∑

n=0

anL+

(

dny(t)

dtn

)

(s)
)Q �� �_ (

= a0Y+(s) +
N
∑

n=1

an

(

snY+(s) −
n
∑

k=1

sn−ky(k−1)(0−)

))Q �� �b (
= Y+(s)

N
∑

n=0

ansn −

N
∑

n=1

an

(

n
∑

k=1

sn−ky(k−1)(0−)

)

.
)Q �� �� (
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L+

(

M
∑

m=0

bm

dmx(t)

dtm

)

(s) =
M
∑

m=0

bmL+

(

dmx(t)

dtm

)

(s)
)Q �� �Q (

= b0X+(s) +

M
∑

m=1

bm

(

smX+(s) −

m
∑

k=1

sm−kx(k−1)(0−)

))Q �� �� (
= X+(s)

M
∑

m=0

bmsm −

M
∑

m=0

bm

(

m
∑

k=1

sm−kx(k−1)(0−)

)

.
)Q �� �c (

8����� ��
L+

(

N
∑

n=0

an

dny(t)

dtn

)

(s) = L+

(

M
∑

m=0

bm

dmx(t)

dtm

)

(s)
)Q �� �� (

��  ���� 8�� 8� ��

Y+(s)
N
∑

n=0

ansn = X+(s)
M
∑

m=0

bmsm +
N
∑

n=1

an

(

n
∑

k=1

sn−ky(k−1)(0−)

)

−
M
∑

m=1

bm

(

m
∑

k=1

sm−kx(k−1)(0−)

)

)Q �� �R� (

Y+(s) =

M
∑

m=0

bmsm

N
∑

n=0

ansn

X+(s) +

N
∑

n=1

an

(

n
∑

k=1

sn−ky(k−1)(0−)

)

N
∑

n=0

ansn

−

M
∑

m=1

bm

(

m
∑

k=1

sm−kx(k−1)(0−)

)

N
∑

n=0

ansn

)Q �� �RR (

� $��� � �"� $� ����������� �� ���� � �"�� �� �& �� ��� �
H(s)X+(s)

��� ���� 8���� � ������� ����� '8� $� �
YZIR

����� '��� �� ��� � �"�� � ��� � �� ��� � ��� �)� ���� � ( ������� �"� � $ ����###� ��� ��� �� ��� ���� ����� � ������ � �"��  � �%� ��� ��� ��� �� � ���� �%���� ���� � �"� � ��%�� �����
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