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�(,� �. �&' 	 , �. /43�/ 5 �+2+ �. )/43� /1 ,�4� +,�� ,. &.,�� &�'.-� > ��0� . �� &0,� ,��4,
, �. &�'.- �. &��/2

H(ω0)X(ω0)e
jω0t � ��, �(,� �. �&' ��1 	 /43�� ,��4, �'.

X(ω0)e
jω0t �&���

�
H(ω0)X(ω0)

.�� .���� , �. &�'.- �'.
X(ω0)

.�� �5 �+2�
&0,� ,��4, �3 ,2&3� . ��

ωB
*�3�> &0, �3 � �� ��4 & ��3� *+5� ��� �0 �&���

H(ω) =











1 |ω| > ωB

0 |ω| < ωB .

�����% 	

.�� �/1 &0,� ,��4, &1. ,2&3� . ��
ωB1

, ωB2

� �&0,� �&5 &��3� *+5�

H(ω) =











1 ωB1
< |ω| < ωB2

0 otherwise.

�����7 	
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������ �� . ���

-

6

ω

H(ω)

1

−ωB ωB

� �� ��4 & ��3� *+5� )��% & ��.

-

6

ω

H(ω)

1

−ωB1
ωB1

−ωB2
ωB2

�&5 &��3� *+5� )��7 & ��.

����� ��� ��� 	���	 
	���� 	��� ������� ����� 	���� ����� ��� ������� �� ��� �����
1.1.1

;��
#
��� �� 	��� 	���� ������� � �� �� ������� ���� ����� ���� �� ����� ����� ����� 	��� �	 �������
����� � ����� ����� ���� ���� �� ����� ��� ����� � ���	� ���� �� ����� � ������� ����� �� 
���� ����� ����
��������

Woofer
����� �����	 �������� 	���� ���� ��� ���� �� 	���� 
� �	��� � �������� ���� 	���� 	��

�
tweeter

�� � ���	
700−5000 � �����	 ����� ����	 ��������

mid-range
� ���	

70−700 � ����� � ������ ����	
�����	� ���� 
��� ����� � ������

subwoofer
�� ������ ���� ��� � ������ � ��	��� ������ ����	 �������

���� ��� �� 
�� ����	 �����	 ���� � �� ����� ��� ����	� �	 ������ ��� �
crossover

���	 ����� �����
�������� ����� ���� ���� 	����� ����� ����	 
� �� ����� ����� ������ ���	�� �� �	 ������ � �� �� � ��
�����	 � �������	 ��	��� ����� ���� � ��� ����� ���� ������ �	 �����	 �

woofer
�� �����	 ����� � �����


�	�� ��	 �� ��� ������� ��� �� �	� 
����	 �������� ��� ���	
����� �� ���� ���� ����� 
� �� ����	 �� ��� ���� ���� ��� �����	 ����� ��� ��� ������� �����

Draft
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������ �� . ���
�	� ��� �	 �����	 ����� �� ��� 
����� �� ����� ��� �� � ���	� ���� � ����� �����

H(ω) =











K ωB1
< ω < ωB2

0
���

�����8 	

�����	 �� �	� �� �� ��� 
����� ��� � ���� ������ ������� ��� 
� ����	 �� 	���		 � ���		 �	
K

��
�����	 �� ���	 ����� � 
�� ������ ������������� ���� ��� �� 	� ����� �� �� ���� �� �� 
��� ���� ������
���	� � ���� ��� �����	 ����� �� 	��	� ����� ����� 
� ��� ����� � 	����� �����	

HL(ω).
�	

����	 ����� �� ��� ����� 	����� ��� ���� ���� �����	 �� ����	 
	����	 �� 	���	� ���� ������� �	 ���

����

�	 ��� ���	 ����� �� ���� ����� ������ ��� ����

HF (ω) =











K/HL(ω) ωB1
< ω < ωB2

0

���

������ 	

���� ������	 ��� �� ���	 ����� 
� ��� � ��� �� � �����	 �� ��� ������� ����� ����� ���� �����	 � �	
��� �	

H(ω) = HL(ω)HF (ω) =











K ωB1
< ω < ωB2

0
���

�����B 	

�����	 � ��� 	�� ����� �������	 �� ���� 
����� ���� ��� �� ������ � � ���� ����� �� ���	��	 ����� ����

� ���� �� �� ����� � �� �����	 ��	 ���	 ������ ������ ����

� �� � ����� ���� �	 �����	 �������	 
	� ���	 ����� �	 ������� ������� ���� �����
1.1.2

;��
#

����	����	�� �� ���� �� 	���� ��� �� 	� ���� 
���	� �������� � ����� �

����� ���	 �� ��� ���� 
����� ������ � ���� ��� ��� ������	 ��� ��� ����� ��� 	����� � �����
		�� ��	 �� �� �� ���� ����	 	���	 ����� ��	 	� ���	 ����� � ������� 
��	���	 ������ 	����	 	����
���	 ����� ������� ��	 �����	 	����	 ������ 
���� ������ � ������� � ��� ��	��� ����	� �����	 ����� �� ��
� ���	��� ������� ������� ����	 ������	 ��� ����� ��� ��	��� ������ ��� ��� ����� 	���� �� ���
�Multi-channel

�� ������ ��������� ���� �	� � �����	 	����	 ������ 
����� � ������� ����� ���� 	����
� �� � �� ����� � ������ ����	 ���� �	� ���� 
������� ���	 �	� �� ��� �� ������ ���� �	� �� ��� ���
� ����� ���� � 	����	 �� ����	 ����� �������� ���� �� � �� � ����� � ������ ���� ������	 �� ������
�� ��� ����� 
� ������ ��� � � �	��� ���	� ������ ���	� 	��� �� ��� 	���	� ���� ������� 
	��� ������
��� ������ ��� ������	 �� 
������ 	�	� 	����	� 	�� ���� ���� �� �� ���		 � ���	� �� �� �������
����� ��� ���� ����� ���� �� � 
���	 ������ ������� � � ������ ������� � ���� ����	 ���� �������


�����	 ���	� � �����		 �� ����� ���	 ���� ����� � �����

������	 ���	 ����� ��� �� �	���� �� � ���	 �� ���	 ����� � ���� �	 ��� ���� �����	 ��� ��
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������ �� . ���
����� �����	 ��� 	����� 	����� 	���� 
	������� ����� ������ �	 	����	 ������� ������ ������
����� � ���� �� �� ��� � �� ���� ������ � ��� 
� ���� ������� ������� � ����� �	 �� � ������ ������
	� ������ ����� � �	 	�� ���� 
���	 ������� �� ��	 	�� ��� ���	 	�� �� �����	 ���� � 	����� ��


���� ���� �

�>� �3/ &, �� �, �. *���/ /2�+ '. )� �& �- ,&�,�� *�0+1 &(./
5.5.1

� �35� �' ��4�0/ &�'(+

Draft
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� ���

������ ��� ��� ����� �� ��� �� ��� ����

�-2 ��&-� �+4�� �� *�&,- )� �3 ��> � ��0>� �3 , ��&.+�/ &D0� /3 &�'(/ 1 � )�' >&- ,.&>/ �&'(
5&�>� �0�/+1 �-2 �

yZSR

	 5-. �/(,� �.+,�� �
yZIR

	 5-. �5 �+2� , �+�&,- �& D0� 5&�>� �0�/+1
����. > �( ???� ��/�1( � �/43� 5&�>� �, �+�&,-� ��1 �(/ , �� �1 //�2 �� ��/�1( � �/43�

�&0 �,��+2� , �2&3�� ? � �+�1 � �4�5� , �2&3�/ ��+�0 /0�� , ���� , �/�4& , ��/. ��+&-�0 , �. ��1�
, �. , �/�>� &��/2 �,2&3� , �&.,�2 , �. ��1�/ 5(��, + �' 5&�>� �0�3 � �� ��4�/+. 	 � ��/�1( � �/43�

�.��� , �. , �&���� � �5 �+2
, �+�2, �,� > �0�+ , �2&3� /1 ,�+�2, /1 ,��//2 , �&04� *, �+ �*� �, �+�&,-� & �0 �� /3 �&'( &(./

�& �0 �� �0 � /3 ,&. �,�� ,2&3�� , �� ��>,� �/�.


�	
 ������ � ������� ��������� �� ��� ���� � � �
�( & �0 �� �0>� 5&�>� �5 �2� �' .1 �+ �� �3 ��> � ��0>� �3 , ��&.+�/ & �0 �� .1 �+ /3 &�'(+ �' >&-�
���4, � 5-. �/(,� �.+,� ���4, �41 �� . �� ��0>� 5&�>/ 5(�� 	 �' � �35� 0�( �� 1 �0�(� ��7�86�

�5-. �5 �+2�
. �� �'2 & �0 �� /1 ,�//2� �&���

N
∑

n=0

an
dny(t)

dtn
=

M
∑

m=0

bm
dmx(t)

dtm
(2.1.1)

aN 6= 0
�2 0��, (�++ �+. ��� �4,� .��

y(t)
?�???,2&3�/ �5 �+2� �+�, +�(�� ???*�, + , �. . ��

x(t)
&1.2

�, �(- 0(. &��. �3 � �25� ,. &�04�/ *, �+ ,&(.1 *���2 �
bM 6= 0

*2 �
�&��� � �, �3/ �' �. ��1� �3�-�� , �&-5� )�&3�

N
∑

n=0

aN−n
dny(t)

dtn
=

M
∑

m=0

bM−m
dmx(t)

dtm
.(2.1.2)

�
( 2.1.1)

/1 *�� �5� � ���>3 ���+ �+. �*�� �5� ��� > �0�/ 1 � �. ��, ��� /0�� *�.1 *���2
�
y(k)(t)

.
= dky(t)

dtk
*�5 +

�%



�&'( &D0�
	���	 ��� ���

t ≥ t0
���� � �����

M
����

x(t)
	������ ����	�

2.1.1
="$�

{y(t0), y
(1)(t0), . . . , y(N−1)(t0)}



{y(t) : t ≥ t0}

���� ������ ��
( 2.1.1)

� 
� 
�� �
t0

�� ��

?+�-� &��3 �5�+ ���,� *�� �5 �
x(t)

�&3� ,.
t
34&� ,/�>� &1. ����> +�-� ,.

x
?� *�5/ 4��+ )�&3�

�� ��> +�- �'1 3�,1��???�+,1� &��3 � �>� ,+�5� �0�>+� &1.2 �
x(·)

.�� �1�,1�/ �3�+ �� ����>
�� ��> +�-� ,.

x(t)
?� *�5+� �+(��� /3 0�-> + ./ � �, �3/

	���	 ��� �
x1

	���� ����
( 2.1.1)

� �� ��
y1

�
2.1.2

;!�=

{y1(t0), y
(1)
1 (t0), . . . , y

(N−1)
1 (t0)},

	���	 ��� �
x2

	���� ����
( 2.1.1)

� ����
y2

��

{y2(t0), y
(1)
2 (t0), . . . , y

(N−1)
2 (t0)},

	���	 ��� �
αx1 + βx2

	���� ����
( 2.1.1)

� ���� ��
αy1 + βy2

��

{αy1(t0) + βy2(t0), αy
(1)
1 (t0) + βy

(1)
2 (t0), . . . , αy

(N−1)
1 (t0) + βy

(N−1)
2 (t0)}.

� �� ��>,� *2 ��2 ��&�'4� ,/�3- , ��&.+�/ //4� �,���>,� �.��1��1 /�>+�
( 2.1.1)

?� ���+ );��
;
�/ �1 �� �*�&,-� ��' *2. �2 3� �+ *2/� �0�(� *�&,- 1 � �. ��1�/

2.1.1
�-1� �-/ ��/(,�� �.+,

���4, �&�04� �/(,� �.+, �3 0(�� & �0 ���
x
�5 �+2 , �. &��3 ).�� *���� ,2&3� �&�04� & �0 ��

�.&+ �1��� ��� �4, � �5 �+2 *�� &1> /1 &�., ��' D),2&3� �� /1 41 ��� 5 �5�� *��3&� �� ' �
y
.��� �.

��/(,�� �.+,/ 5(��,�/ 0��2
*�0+1 �+�1.&� �� �1� �& �0 ��/ *�&,-� , ��+� , �� �1 /3 &�'(+ �,�2&3� , �4� ���2 & �0 ��� *�0+1 �+-/

��+4�� �� *�&,-� ��&- *�&,- ��1 �( .�� ��

 �
t
���

x(t) = 0
�� ��� � x ≡ 0

��� 	����	 ����� �	
( 2.1.1)

�� ����� �	 �����
2.1.3

;�#�;
���	 ����� ������� �� ������� �������

N
��� ����� �	 ����� �	

( 2.1.1)
�� ����	 ����� �		 �����	



yh

�� 	�� ����� ���� 
	���	 ��� ��� �����	
���� 
	���		 ���� ������	 �� �

x
��� �	 	����	 � � ���� 	����	 ����� �	

( 2.1.1)
�� ���� �����



yp

�� 	�� �����

��� ( 2.1.1)
� 
� 
�� ����� ���� �� ��

2.1.4
;!�=

�
yp

���� ����� ��� 
�

�
yh

����	 ����� �		 �����	 � ���� 
�
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, �2&3� &D0�

� �����	 	���		 ���� �� ���� ��

yh + yp
�� �������	 �������	 ���� � ���� 
�

�/ �1 �� �
2.1.2

�+3�� 3��+ );��
;
�5-. �5 �+2� *�&,-/� �5-. �/(,� �.+,� *�&,-/ �> �/( �0� /3 . �� *�&,- , ��+�/ � �+1� �� �1�


� �����	 	���		 ��� ���� �
x ≡ 0

��� 	����	 ����� �	
( 2.1.1)

�� �� 	����� �����
2.1.5

;�#�;


yZIR

�� 	�� ����� ����
�����	 	���	 ��� ���� � �

x
��� �	 	����	 � � ���� 	����	 ����� �	

( 2.1.1)
�� �� 	���	 ���� �����



yZSR

�� 	�� ����� ���� 
���



( 2.1.1)

�
� 
�� ����� �	
y

.
= yZIR + yZSR 2.1.6

;!�=
�/ �1 �� �

2.1.2
�+3�� 3��+ );��
;

y1 − y2
�'. �� �+�1 �/(,� �.+, �. 	 ��' �5 �+2 �3 & �0 ��� ,. � �&, �-

y2
?�

y1
�. �2 �/ � �1 +

���//2� �+4�� ��� *�&,-� ./ *� ��2 �. 	 �+4�� �� *�&,- ��,&04� �-/ �.��
yZIR

*�&,-� ��+4�� �� *�&,- . ��
� �& �� �2 3��+ /�3/ � ��-1��� �*2 ��2 �5-. �/(,� �.+, &��3 >& ��&- *�&,- .��

yZSR

,.' ,��3/
���&- *�&,- .�� �+4�� �� *�&,-� ��&- *�&,- /1 � �25 � �+4�� �� *�&,- . �� � ��+4�� �� , �+�&,- /1 �&.+�/

	���� �����
( 2.1.1)

� 
� 
� 	 �� �� �
D

������� �� ����� ����� ����
2.1.7

;�#�;
N

∑

n=0

anDny(t) =

M
∑

m=0

bmDmx(t)(2.1.3)


	����	 �� ���� �� � 	����	 � �� ������	 ����� ��	 �	 � 
� 
� 	 �� ������ �		 ���	 � �� �����	 ����� ��	
�� ��� 


λ
���� �	�����

D
����	� ����� �	

N
∑

n=0

anλn(2.1.4)


��� 	���
( 2.1.4)

�����	� ��
λ

�� �����	 �	 �����	 ����� ��	 ����

�, �,� �1 �&��� . ���/ *, �+ �+4�� ��� *�&,-� ,.
�	 ����	 ����� �		 �����	 �� 
� 
� 
� 	 �� �����	 � ���� ��	 �� �����	 �

λ1, . . . , λN
�� ����

2.1.8
="$�

yh(t) =
N

∑

i=1

Aifi(t)(2.1.5)


��	�� � ������ � �� ������ �	 � ������ �� ��� � ������ �		 	����	 �� ������ � ������� �	
fi(t)

��������	 ���


fi(t) = eλit �� �����	 ����� ��	 �� ���� ��� ��� ���� �	

λi
�

�� 
����	 �����	 ��� 	��� 	� �����
λi = λi+1 = · · · = λi+k

�� ��� �
k + 1

��� ��� ���� �	
λi

�� ����


0 ≤ j ≤ k

����
fi+j(t) = tjeλit
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, �2&3� &D0�
������� ��������� �� ��� ����� ������ � ��

& �0 �� *�&,- �2 �+�.& ���4�02 , �1�1� &�0 �� &1.2 �, �2&3�/ &, �� , �//2 �&��� 5(��,+ �' � �35�
�0�/� �5 �+2� ,3-1�� �' �/1� '2&, + ��/(,� �.+,� � 4� �5 �+2� � 4 ��/,

������ �	 
����� ����� ��� � �
��. �� �� �5 �+2 *�� &1> , �&�04�� , �2&3�� *+��, +

���� � ���� ��� �
Φ
�� �� ���� ������ �	

Input Output Map—IOM
	����	���� ����� �����

2.2.1
;�#�;



Y
�� ���� �� �	���	 ��� � ���� � ���� ���� �

X
�� ����� �	����	 ��� �

� ��&1� �&0 &1>� ,. *�5+ �
H

,2&3�/ .&>+ ).�� *�� �5� 1�1,+ �+. �1(�� �&��/

H-x -
y

�.��� �5 �+2 ��-�� ,2&3� )%�� &��.

)�2 � 4 ,.' *�5+ � �, �3/ �, �, �.� *�� &1>� ,. 1 �40� �' *�� �5 &1.2 �
y = Φ(x)

?2 � 4 ,.' *�5+�
�&3� ,. ,30/ ��&+ &1.2 ��/ �2 , �.� /3

Φ
��-��� /3�- �/�(, )�2 *���/ 1 � �' *�� �5 �

y(t) = Φ[x](t)��,�. 	 ���>+�- ���3� . ��1 ���- ��� ,.��,�
t
,. ���+ �

t
*�, + 34&�

y
�.��,� /1

�.1 .�� �(+�� )1&�-�� �' �0��3 *���+ ./ *2/� ��. ��� �5 �+2 ��- �� , �2&3�� &> �3� > �53+ �1���
��. ��� �5 �+2 ��-�� 4�5� . �� �+�0+� ,2&3�� �,&(. &�.+ ./

�� �	 ��� �� ��� � �	
Y
��

X
	���	� 	����	 ��� � ���� 	���� ���������� 	����� ������

2.2.2
;��
#

	���� ����� ����� ���� �� ��� �� �� �� ����� �	���	 ��� ����� � 
�	�	�
0
�� ������� �� ��� � �� ���	


����� �� 	��� � ��� 	���� ���� ���� �� 
	���
	���� ����� ����� 	�� ��� �� ����� ���� ��� ��� 	���	� 	���� ��� �� �	���	 ��� ����� � � ��� �� ���


	���

�*� '� &�� 4�5 . �� ,2&3� � , �. /1 � �+��-.�� 0(.

n
�� �	 	���� ���

x(n)
�� 	�� �� ���� ����� ��� �� �	 ��� � ���� �� �� � � ��� � �

2.2.3
;�#�;


���� �� �� �� �� ��� ����� �� �	 ��� � 
������ ����� ����

���� �� �� � ��� �	 	�� 	���	 ��� 	����	� ����� �	 ���� �� �� �����


����� � � �� � �	 	���	� 	����	 � �� � � ��� ��� ���� �����

���� �� �� ��� � �	 	�� 	���	 ��� 	����	� ����� �	 ���� �� �� �����


���� �� �� ���	� ���� �� �� �	 � �� �	 �� 	���� ����� �	 �������	 �����
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, �2&3� &D0�

���� �� �� ��� ��� ����� �� ��� �	

( 2.1.1)
��� �� ������	 �����	

2.2.4
;��
#

�	 	����� �
x

	���� ����� �	 ������� 	���� ��� �� �����	 ����� �	 ��� ��� 	��� ������ 	����
�y

y = Ax(2.2.1)


� �� ���� �	
x, y

�� �	����� �	
A

���
����� �� �� � � � ��� � �� � ���� �	 
������ ����� ���� ��������	 ����� �	 ���� � � �����	 �����


����� �� �� �� � ������ ������ �� � ����� �

�, �0�� 0( .��
y
���4,� � 4� ���2�&� �/�. 	 &-5� . ��

x(t) ( 2.1.1)
�0 � /3 ,&04��� ,2&3�� &��3


� �������� �	 	����	 ��� 	����	 �� ����� �	
SISO: Single Input Single Output

�����
2.2.5

;�#�;

� �� ���� �	 	���	 ��� 	����	 �

MIMO: Multiple Input Multiple Output
���� �����



MISO

��
SIMO

������ ������� 	� �� 	����



t
�� �� ���	 ��� �� 	����	 ����� 	����

t
�� �� 	���	 � ������ ���� ���� ����� 
�����

2.2.6
;�#�;

�, ��� +�0 , �2&3�/ >& *� ��2 , �3�1� ,/3� . �� �' �&04�
	����	 �� �� ���	 ������ ���� ������ �� ����� �� ��� �	

( 2.1.1)
��� �� ������	 �����	

2.2.7
;��
#


� �� �� �� 	����	 ����� ����� 	����� 	�� ���� ����� �� �� ��� ����� � ������ ����
������	

y(t) = 2x(t) y(t) = x(t) + t2
�%�%�% 	


������ � ���� � �� ��� ��� ��� �	

������ ���� �� ��� �	

( 2.1.1)
��� �� ������	 �����	

�����	

y(t) = x(t − 1)
�%�%�7 	


�� �� ����� ���� 	����	 ��� � ���� �����
t
���� 	����	 ����� ����� ��� ������ ���� �	

�� ��
y(t)

	���	 ��� �
t < t0

��
t0

��� �
Causal, Non anticipative

������ ���� �����
2.2.8

;�#�;


{x(s), s < t0}

�� �� ��� �	��	� � ���� �����	 ��� �� 	����	 ����� ����
t


� ����� ����� ���� �� �	 ��� � ���	� ��� � ������ ��� ���� �����
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, �2&3� &D0�
���� ����� ���� �� 	� ����	� ���� ����� � � ����� ����� ���� �	 �� 
� 
� � ������

2.2.9
;��
#


 ������� 	��	� �� 	���� 	���	� ��� �� ��� �������
�����	 � �� ������ ���� �	

2.2.7
	����� ������	

y(t) = x(t + 1)
�%�%�8 	


	����	 �� ����� ���� ���� 	����	 ��� ��� ������ 	�� �����
�����	

y =
dx

dt

�%�%�� 	
������� � ������	 ���� ��� ����� ���� 	�� ��� ������ 	���		 �	���� 
�������	 ��� � ����� �	
�� �� ���� 


t
��� ��� �� � �

t
����

x(s)
���� � ���� �����

t
���� �����	 ��� � ���� ��� �	� ����

���� �� 	���� 	�� 	����	� ����� ����� ���� 	�� �	 � �� ����� ��� ��� ������ �	
( 2.2.5)

�����	


t
���� ������ �� � �	����	 �� ����	

&1>�� �� ��,� �5 � +�.1 � �/0�� , �+�/ ( �+ � �, �3/ �/�. �, ��,� �5 *���2 *� , ��/> �'�-� , �2&3�� ��&
*� �� *�.

t
�+,1�/ �. �� �&(. , �, �.� � 4 �. ��� +��/& �+�. , ��,� �5� 41 ��1 *���2 �,�+��, 0�� �3 /1

�, �,��5 �+�.1 ,�/> �'�- ,2&3� *2, �, �'. �*� ' /1 �/> �'�-
������

α, β
��� ����

x1, x2
	���� ��� � ��� ��� � ������ ���� �����

2.2.10
;�#�;

Φ(αx1 + βx2) = αΦ(x1) + βΦ(x2).


� �����	 � ������ � �� ���	 ���� �	 ������ ����� 	����	 ��� ���

��/(,�� �.+, ,3-1� //4� ��5 �+2/ 5(�� , �&.+�/ ,2&3� //2 �&0� ,&.,� �+�. , �/. ��+&-�0 �.��1�
/�>/ ,(. �&0 ��5-.� � �+�1 �/(,�� �.+, �

m
/2/

bm = 0
&1.2

( 2.1.1)
/3 ��1(+ �,.' , �.&/ �02 	

yZSR

*�&,-/ , �5(��,� &��/2 �5-. �/(,� �.+,� , �2&3�/ , �5(��,� �0� /3 . �� , �&.+�/ ,2&3�
�&0 �2 /3 &�4,+ ��/(,�� �.+, � �&04�� �� 3��> *�' & �(�/ � ��/.+ �+. )*�&5( 1 � �' �&0/ �0�/�

�� �.�� � �41 ���
���

x(s) = 0
�� �� �� �� ����	 � tx

�� � ���� � ��� � ���� ��
x(t)

��� ��� 
���� �� � �
2.2.11

;�#�;

���� ���� �� � � ����� 	� �� 	���� 


s < tx

5-.,�� ,�. . �� �+� � �00� 0( , �. ��4�0/ �
tx = 0

?1 . �� �+��2� �'.
tx

*� '/ 1&�-�� 5(��,+ ./ �.
�
0
?/ /.�1�

����� �
(Initially At Rest)

������	 	����� �	 � 
� 
� ��� �� �����	 ������ ���
2.2.12

;�#�;


s < tx

����
y(s) = 0

�� ���� �	 �� ��� �	����	 ����� �� �� �	
s < tx

���� ����	 ��� � � �� �����	


������ ����� ���� ������	 	����� ����	 � 
� 
�
2.2.13

;!�=
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, �2&3� &D0�
�/(,�� �.+, �,�,/(,� �(�+�� ,2&3� ,&04�� ��+� � , �. . �� � ��+� � , �, �. � �25 �2 �/ � �1 + );��
;

�/ �1 �� �
2.1.2

�+3�� ,3��+ , ��&.+�/� *2/ �> �-5� �0> �� *�' &��3 5-. ��
), �.�� , �+�2,� �,1 ,. ,���>� . �� �. >&� �. , �&.+�/ . �� ,2&3�

?� �
Φ(x1 + x2) = Φ(x1) + Φ(x2)

)
(Additivity)

, ��� �� �0.
Φ(αx) = αΦ(x)

)
Homogeneity

, ��+4�� ��
,+�2, ,. ,���>� ��5 �+2� /1 �1��� >/(� . �� �� �.���� &1.

y = Re[x]
,2&3�� ���4�0/

0�� �1�� &-5� .�� /.�1 0� *21
Re[αx] 6= αRe[x]

�'. �2�&� &-5� . ��
α

�. �/�. �, ��� �� �0.�
�� ��2 �&� � ��0>� � �&�,� �+.1 ���� , �&.+�/ ,2&3� �+�. �' *2/ ��2 �&� &-5� *�� �

� �&/>5� ��4/ � 4 ./. �,2&3�� ��4/ 30�� >& ./ ,1&�0 , ��&.+�/� ,/.1 �2 �/ �� �1 ), ���,� �&3�
�,&(. &�.+ �. ./. � ��2 �&� � �&/>5 (�++ �+. � ��2 � �� ��2 �&� �� ��1�� )� �&, ���

, �, �./ ���4, (,+/ &.1� *�� �+/ &1-., .�� ���& , �3�1� ,/3� �+�2, . �� , ��&.+�/� ,+�2,
�&, �� � �� �1- , �, �. /1 �5 �./ �>�&�- �0� /3 � �2� �5�

?1 *���2 �
b 6= 0

�. ,�&.+�/ �+�.
y = a · x + b

,2&3��

Φ(x1 + x2) = a(x1 + x2) + b 6= ax1 + b + ax2 + b = Φ(x1) + Φ(x2).



Φ[x] − Φ[y] = Ψ[x − y]

�� ��
Ψ

������ ����� �� ��� �
Affine

����� ���� �����
2.2.14

;�#�;
�.+, �3

( 2.1.1)
�0� /3 ,&. �,�� ,2&3�� �

Ψ(x) = ax
???, �+�-. . �� /�3/

y = a · x + b
,2&3��

�/(,�� �.+, &1.2 ��5 �+2 , �, �. �+1/ �� �4, �1(+ �. ), �+�-. ,2&3� . �� � �+�, +� � �3 ��> �/(,�
�, �&.+�/ ,2&3� 3�0�2 �'�???5-. �/(,� �.+, &��3

( 2.1.1)
,. � ��> � 1&-�� �'. �� ��' ��

�� ��� 

s

����� �� �� ��	 � ����	 ������
σs�� ����

2.2.15
;�#�;

σsx(t)
.
= x(t + s).(2.2.6)

�
Time Invariant—TI

�� �� 	���� ���� �����

Φ(σsx) = σsΦ(x)(2.2.7)


� �� � 	��� ����� �� �����	 	����	 �	 ����� 	����� 	����	 �� ���

�� ''�� &��&-�. �3 �/(,� �/1 ��- ��� �. *�'� �3��> . �� ,2&3� ����,� *-�.�
Linear Time Invariant

,�2&3� ??? ��D>/ 	 *�'� , �3��> , ��&.+�/ , �2&3� *� > �53+ *�� , �2&3�� ��&
�
(LTI)

��+1 0�� �*�'� �3��> �+�. *� ��2
Φ(x)(t) = t · x(t)

,2&3��

�� �� 	���� ����� ���� ������	 	����� ����	 � 
� 
�

2.2.16
;!�=
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,�25� ��4�0 &D0�
, �.&/ /> �

y = Φx
?� *�5+ ��+� � , �. . ��

σsx
� 4 �'. �+� � , �. . ��

x
�. �2 �/ � �1 +�

s
3�>+ );��
;

�/ �1 �� �
σsx

�5 �+2 &��3
( 2.1.1)

,. &, �-
σsy

�2
��&�'4� &��&-�. ,. *�5�

D
�2 &2'+

�� ��� �	� ���	 ����� �	 	����	 ������ 	����	 �������	 	����� ���� ����� ����
2.2.17

;!�=
Φ

(

d

dt
x

)

=
d

dt
Φ(x) .

�%�%�C 	

�,2&3�� &��&-�. �3 �/(,� �&�'4� &��&-�. &��/2
y = Φ(x)

?� *�5 + �
dx/dt

� 4 �2 �'. �
t0

&�.+ �� ���5� 34& 03 ,5-.,�
x
�5 �+2� �. �2 �/ � �1 + );��
;

� �� ��>�
y1

���4,��
x1

�5 �+2�1 /�>+�
( 2.1.1)

?�
y1 = dy/dt

?�
x1 = dx/dt

���+ �
x
�5 �+2/ ���4,� ,.

:� :$ :� ��. ��1�� ,.
	���	 � �� � ���� ���

Ψ
����� ����� �� ��� � 	���	 ����

Φ
	��� 	���� ����� �����

2.2.18
;�#�;

x
���� �� ����� �� ��� � ��� ��� 
	����	 � � � ������	 �	����	 � ��� �����

Ψ(Φ[x]) = x .
�%�%�A 	

��������	 �����	
2.2.19

;��
#
Φ(x) = x

�%�%��6 	
�����	 
	���	 ��� �	

y(t) = xn(t − 1)
�%�%��� 	

�����	 
����
n

���� 	���	 	�� � ����� �
n

��� 	���	 �	

y(t) =
x(t)

dt

�%�%��% 	
��� 	���	 	��

Φ[x] = Φ[x + α]
�%�%��7 	

�����	 

y

����� ����
x

� ����� ���� �� ���� ����

dy(t)

dt
= x

�%�%��8 	

� ���� �	 � �� �	 ��� �	 	����	 � �� � ���� � 	���	 �	 � �����	 	����� ����	

,��+�0 ,2&3� ,&.,� �, �,/(,� �(�+�� ,.��+� �&D0� �0� /3 ,&. �,�� ,2&3� �2 �+�.& �� �2 �5/
�+�. &1. �*�'� �3��> � , �&.+�/ �, �,��5 �*�&2 �' ,/3� �

SISO
��. ��� �5 �+2 ��-�� .��1 �� ��& *� '�

��2�-� (&2��
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,�25� ��4�0 &D0�
������ �� ������ ��������� �� ��� ����� ����� 
���� � ��

�
v
04+� (,� .�� �� �4,� �

R
04+ �&0 &�3���

i
�&' . �� �5 �+2� �� ,2&3�� *+��, +

6v(t)

-
i(t)

R(t)

,�/�1( ,2&3� )��4�0 )%�% & ��.

�0 � /3 *�, + (,��� �&'� *�� &1>�

v(t) = R(t)i(t).
�%�7 �� 	

�� �04+ /1 � �+�1 � �4�5 &��3 , �2&3�� , �+�2, ,. (,++
�3 ��>

R = R0
�
I�, �&.+�/� �*� '� �3��> �*�&2' ,&5( �' ,2&3�

�04+� , �+>0'� �>3 , �04+,�� ��+�1 ,. ,&.,�
f(t)

&1.2
R(t) = R0 + f(t)

�
II�+�. ,2&3�� �*�&2' ,&5( ,2&3�� *2/� ��(2�+� �2&3 �&0 >& �5 �+2� ��/, ���4,� �&3 �' ,2&3��

�
( 2.3.1)

�-/ *21 *�'� �3��>

σsΦ[i](t) = σsv(t) = σs[(R0 + f(t))i(t)] = (R0 + f(t + s))i(t + s) 6= (R0 + f(t))i(t + s) = Φ[σsi](t).

�%�7 �% 	

), ��&.+�/ > �0�+

Φ[αx1 + βx2](t) = (R0 + f(t))(αx1(t) + βx2(t))
�%�7 �7 	

= (R0 + f(t))αx1(t) + (R0 + f(t))βx2(t) = αΦ[x1](t) + βΦ[x2](t)
�%�7 �8 	

�, ��&.+�/� ,&04� �-/ > ��0�
/�4& 04+ � �&�>� . �� 04+� �'. > �-5� /�04

R0
�. ��&' ��/, �2&31 04+ ��' �

R(t) = R0 + i2(t)
�
III�� �/ �04 � �2&3 &��3 ./ �. �� �+�> �&' �2&3 &��3

*21 *�'� �3��> . �� �*�&2' ,&5( . �� �' ,2&3�

σsΦ[i](t) = σsv(t) = σs[(R0 + i2(t))i(t)] = (R0 + i2(t + s))i(t + s) = Φ[σsi](t).
�%�7 �� 	

), ��&.+�/ > �0�+

Φ[αx1 + βx2](t) = (R0 + (αx1(t) + βx2(t))
2)(αx1(t) + βx2(t))

�%�7 �B 	
6= (R0 + x2

1(t))αx1(t) + (R0 + x2
2(t))βx2(t) = αΦ[x1](t) + βΦ[x2](t)
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R(t) = R0 + α

∫ t

−∞
i2(τ) dτ

�
IV�+�. �. �*�'� �3��> ,2&3�� �2 , �.&/ *, �+ � ��0�>� � �� �1 �(� ��2 �*�&2' �3 ,2&3� ,.' �2 &�&�

�, �&.+�/
�, ��,��5 , �2&3�� /2 �2 3��+ ��5 �+2� /1 � ��0�> � �2&3� >& , ���/, , �� �4,� /21 *���2

��������� �� ��� ����� ��� ������� � ��

�+. �+�+��5 +� �, ��/. ��+-�0 , �. ��1� �0� /3 , �2&3� &�.,� >-,5�/ ./ 3�0� �/.1� ,1>�,�
&.,/ *, �+ �2 �+0�/ � �> �'�- 5&�>� ��/.2 , �. ��1� �&0 �&.+�/ �/�1( /43� /2 &.,/ *, �+ �2 � �30 ��

�, �/. ��+&-�0 �. ��1� �0� /3 � �- �4 /1 �3�+,
�� �-5 �+ � �/2 1-(/ ��1( �50+� /�> �1 . ��+ �' � �35� �&0,� � �(,� &�., /1 , �� �1(/ &�3�

�02 ��� �4, , �. � �/�>� � �5 �+2 , �. � �5 �+2� ��/. �D�&�(1 �5-�> ��2 ,2&3� &.,/ � �1( 50+��/
D, �& �(1 , �.5-�> �� /1 &���( � �&1-.�� � �/2� �&�� 1 � �� �� ��> � �+�+2,� 1�,1�/� /�3� *�+2,/ 3�4�/
/3 ,&.�,� ,(. /21 (�++ �

H1, H2
?� �+� �5 � &1. ,�2&3� �,1 ,�+�, +1 (�++ �,�,�25 �&��� ��/.2

,2&3�/ �5 �+2� , �. ��.�� �&��� &��� , �2&3� &�� �( &�04+ �
( 2.1.1)

�&��� , �/. ��+&-�0 �. ��1� �0�
.���� � �

H2
��+1� ,2&3�/ �5 �+2 � ���� �' ���4, �

y
.�� ,2&3�� ,��4, �

x
.�� �

H1
��+�1.&�

)�.�� �&��� �' & �� �( *�5+ �
z
.�� ��+1� ,2&3���

-
yH1 H2-x -z

&��� , �2&3� &���( )%�7 &��.

�. ��1� ,&'3� �, �. &.,/ *, �+ �.� �
z
.�� �/1 .�����

x
�,5 �+21 �' �,//�2� ,2&3�� /3 ��1(+

�,.' , �13/ �� �1- �� �1 �+/ *�. ����0>� ,. �1(/ 0��2 � �. ��1�� &05 ��� �*2 �. �,�/. ��+&-�0
�. ,���5� �5 �+2/ ���� �' �� �1 �,�/�1�� ���4,� ,. �1(/ '. � �0&-+� ,2&3� /2 &�,-/ �&��+

�,//�2� ,2&3�� /1 &�., ,+, �+ �+�.
�.�� � ��&1� , �,��25 �&��� &. �,� /��>�� &���(

*, �+ �.� �
y1 + y2

.�� �/1 .���� &1. ,�25� ,2&3� &�04+ �,-, �1� �5 �+2 , �2&3�� �,1/ *.2
����0>� ,. �1(/ 0��2 � �.��1�� &05 ��� �*2 �. �,�/. ��+&-�0 �.��1� ,&'3� �, �. &.,/

�/2 ��&+1 *���2 ��/ �.2 , �2&3� &���(� ,/�>,�� ,2&3�� ,. &.,/ *, �+ 0��2 ��//2 *- �.�
�&, �� �2&�� � �//2 &�� �( &1-. �1

/��>�� &�� �( � &��� &���( &.,/ /> �' 4�� ��� �2 �.&+ �����/��+�> , �2&3� /3
3
>&-� 0�/+ &1.2

, �2&3�2 *�/1 4�� ��� ,. �1(/ �& D0� �0� /3 , �&. �,�� , �2&3� /�>/ *2/ /2�+ �, �2&3� /1 �� �2 �5 �3 	

Draft
%�

19 March 2006



&D0�/ &�3� ), �2&3� &D0�

-x

-

-

H1

H2 -
y1

-
y2

-
y

��
��
+

/��>�� , �2&3� &�� �( )%�8 & ��.

��1��� �.&+1 �-2 , �/�4� 1 � �' �� �1/ � 4 �. �, �2&3� &���( /1 4�� �� , �3� ,. &�,-/ �2�� �����/��+�>
��' 4�5� , �2&3� �& �� �(� /�- ��/ ( �+� �//2 �/2 *, �+ �

6
??

5
� �>&- 	 &0,� � �(,� ,2&3�� &�. �,

Draft
%%

19 March 2006


	îáåà
	îåèéáöéä

	îùååàåú ãéôøðöéàìéåú øâéìåú ëîòøëú
	îùååàåú ãéôøðöéàìéåú ìéðàøéåú åôúøåðï: çæøä
	îòøëåú åîùååàåú ãéôøðöéàìéåú ìéðàøéåú
	úëåðåú åñéååâ ùì îòøëåú

	ãåâîä îñëîú ìîùååàåú ãéôøðöéàìéåú åúëåðåú ùì îòøëåú
	îòøëåú: îòáø ìîùååàåú ãéôøðöéàìéåú


