יסודות תהליכים אקראיים - תרגיל בית 2
1. נתון מ"א המקבל ערכים בדידים. נוכיח ש-
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 פונקציה ורציפה וחסומה ויהי 
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ידוע ש-
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 היא חסומה (יהי 
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 החסם שלה), ומתקיים:
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מתכונותיה של מידת ההסתברות נוכל להסיק שקיימת קבוצה 
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 סופית של מספרים שעבורה:
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מהנתון, קיים 
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, מכיוון ש-
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 היא קבוצה סופית נוכל לבחור:
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כאשר 
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 הוא הגודל של הקבוצה. במקרה זה יתקיים לכל 
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וגם יתקיים:
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ולכן גם יתקיים לפי אי שוויון המשולש:
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ולבסוף נקבל:

[image: image24.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3

44

nn

mm

nn

mDmD

nn

mDmD

EfXEfXfmPXmfmPXm

fmPXmPXmfmPXmPXm

fmPXmPXmfmPXmPXm

e

ee

¥¥

¥¥

=-¥=-¥

¥¥

ÎÏ

¥¥

ÎÏ

-==-==

éùéù

ëûëû

==-=+=-=£

£=-=+=-=<

<+=

åå

åå

åå


כלומר, עבור ה-
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 הנתונים מצאנו 
[image: image27.wmf]N

%

 כך שלכל 
[image: image28.wmf]nN

>

%

 מתקיים:
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ולכן צד א' הוכח. צד ב' יותר פשוט. ידוע כי לכל פונקציה רציפה וחסומה נקבל התכנסות, לכן בוודאי גם עבור סט הפונקציות 
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אלו הן פונקציות אוהל שמרכזן בנקודה 
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, הן רציפות ומתאפסות לכל מספר שלם שונה מ-
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. נחשב את התוחלת של פונקציות אלו עבור כל מ"א שמקבל ערכים בדידים:
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לכן אם 
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 לכל 
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 אז גם 
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 לכל 
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. מש"ל.
2. נוכיח את התכונות הנתונות:
1. שונות מותנית. על פי משפט ההחלקה:
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כל זאת נכון בתנאי ש-
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2. ידוע כי 
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כלומר קיים מאורע שקורה בהסתברות 1 שעבורו 
[image: image45.wmf]XY

=

. רק נשים לב שהקורלציה היא מספר סופי (באמצעות אי שוויון קושי שוורץ):
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3. על מנת למצוא דוגמה למצב כזה, נגדיר את ה-
[image: image47.wmf]s

-שדות שבהם נתנה. את 
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 נבחר להיות ה-
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-שדה שיכיל את כל תתי הקבוצות של 
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נגדיר את השדות בהם נתנה:
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יהי 
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 משתנה אקראי. נחשב את שני הביטויים באופן סימבולי:
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נציב את המשתנה האקראי הבא, ואת פונקציית ההסתברות הבאה:
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נקבל את התוצאות הבאות:
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עבור המאורע 
[image: image57.wmf]a

, למשל, לא מתקיים שוויון, ולכן אין שוויון בין שני המשתנים האקראיים.
4. נוכיח את התכונות הבאות:
i. לכל 
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 הוא השדה מעליו 
[image: image60.wmf]X

 מדיד) מתקיים: 
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, וגם כל פונקציה בורל של מ"א זה. למשל 
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. כמו כן, השגיאה חייבת להיות ניצבת לכל מ"א מדיד 
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, ולכן גם לזה המצויין כאן. אם כן, נקבל:
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כל החישוב התבצע ב-
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 הוא בעל תכונוות של נורמה ולכן נוכל להסיק את השוויון האחרון.
iii. תהי 
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הביטוי מוגדר כי 
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5. נשתמש בכלל הסנדוויץ' ואי השוויון של ינסן (
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השתמשנו גם במשפט שאם 
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3. פילוגי הסתברות מותנית רגולרית
1. יהי מרחב הסתברות 
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 שמהווה תת שדה של 
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 (זוהי מידת הסתברות כמצויין בחוברת). כעת יהיו 
[image: image90.wmf],

XY

 משתנים אקראיים מעל 
[image: image91.wmf](

)

,

W

F

. עבור המשתנים הללו מתקיים אי שוויון 
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אי שוויון זה לא תלוי במידת ההסתברות אותה אנו בוחרים (בפרט 
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). מצאנו מאורע שקורה בהסתברות 1 - 
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מש"ל.
2. נוכיח באמצעות חישוב ישיר של התוחלת:
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אולם, אנו יודעים שאם משתנים אקראיים הם בת"ס אז 
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, ואם קיים פילוג, אז מתכונת הספרביליות של התמרת פורייה, נקבל שגם הפילוג הוא ספרבילי. ולכן:
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3. לדוגמה, 
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 משתנים אקראיים גאוסיים בת"ס עם תוחלת 0 ושונות 1. וכן 
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 הוא משתנה דטרמיניסטי כי 
[image: image107.wmf]YZX

=-

. ולכן 
[image: image108.wmf][

]

|,

EYXZZX

=-

. לעומת זאת, 
[image: image109.wmf][

]

2

1

2

|

yz

z

EYZZZ

s

s

==

. לא קיבלנו שוויון בין המשתנים האקראיים.
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