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 : מבוא1הרצאה 
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  : ניתוח מערכות משוב : ניתוח מערכות משוב פרק גפרק ג

  

    מבוא למערכות משוב    ::55הרצאה הרצאה 

 

בהרצאה זו נדגים מספר יתרונות של השימוש במשוב שלילי במערכות בקרה ועקיבה. לצורך זה נעזר 

 במערכת סטטית פשוטה  )הגבר טהור, ללא דינמיקה(.  

 

 כמצויר: הנתעניין הינ הבש תהמשוב הבסיסי מערכת

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 כזכור:

( )G s  התמסורת הקדמית    ( )r t   הפיקוד \כניסת הייחוס 

( )H s  תמסורת המשוב     ( )y t יציאת המערכת 

(s) ( ) ( )L G s H s  מסורת החוגת   ( )e t אות השגיאה 

       ( )d t הפרעה חיצונית 

 

תמסורת המערכת )תמסורת החוג הסגור(:                                
( ) (s)

(s)
( ) 1 ( ) ( )

Y s G
T

R s G s H s



 

                         פונקציית הרגישות:                                           
( ) 1

(s)
( ) 1 ( ) ( )

Y s
S

E s G s H s
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בהן המטרה להשיג עקיבה טובה של היציאה אחר אות הייחוס, ש, ת עקיבהובמערכאנו עוסקים בפרט  

 :כלומר

( ) ( )y t r t 

)לצורך זה נדרש  ) 1H s ב שבה , לפחות בתחום התדרים הנמוכים. מערכת משו( ) 1H s   נקראת

)       תתבטא בשגיאה קטנה:עקיבה טובה   .משוב יחידה מערכת ) 0e t  

 

 תכונות המערכת שבהן נתעניין כוללות:

  יציבות 

 .תגובה דינאמית: מהירות התגובה )רוחב סרט(, ריסון 

 צב המתמיד מדיוק העקיבה ב 

 רגישות להפרעות ח( יצוניותd.) 

 רגישות לשינוי פרמטרים 

 

 

 –נדגים עתה את יתרונות המשוב לגבי שלוש התכונות האחרונות בעזרת המערכת הפשוטה ביותר 

 מערכת סטטית, ללא דינאמיקה.

 

 נתבונן במערכת סטטית עם משוב יחידה: א. דיוק העקיבה.

 

  

 

 

 

 

                                                  תמסורת )הגבר( המערכת:   
1

Y A
T

R A



  

1Tנזכור שעקיבה אידיאלית פירושה  . 

1Tנקבל  1Aעבור ואכן,  . 

 

 ב. רגישות לשינוי פרמטרי המערכת

100Aעבור   :0.99, נקבל תמסורתT. 

 בכמה ישתנהT  אםA  10פי יגדל או יקטן ? 

 

( )y t Y( )e t E( )r t R

A
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 על היציאה. Dהפרעה קבועה בגודל  ההשפעה שלאת בדוק נ  .ג. דחיית הפרעות

 

 

 

 

 

 

0Rקב עקרון הסופרפוזיציה ניתן להניח לצורך זה כי ע :נקבל לפיכך . 

1

1
Y D

A



 

Yמתקבל  ללא משובנשים לב כי  D לפיכך: במערכת המשוב, השפעת ההפרעה על היציאה .

)פי  מופחתת 1)A. 

 

 

 פעות שליליות של המשוב:הש

בצד תכונותיו החיוביות, קיימות גם תופעות שליליות אפשריות שיש להימנע מהן על ידי תכנון נכון.  

 ביניהן:

 

): השימוש בחיישן למדידת היציאה . רגישות לרעשי מדידהא )y t  כרוך בתוספת של רעש מדידה

( )n t ,.אשר מתווסף לאות המשוב כמוראה בציור 

 

 

 

 

 

 

 הינו Nערך היציאה המתקבל עקב רעש בעל ערך 

1

A
Y N

A
 


 

 . נמוך Aניתן לראות כי להקטנת השפעת הרעש נדרש הגבר 

 לת התכונות הרצויות שנידונו קודם.דרישה זו הינה בסתירה לצורך בהגבר גבוה לקב

 

למרבה המזל, במערכת מעשית רעשי המדידה הינם משמעותיים בעיקר בתדרים גבוהים. במערכת כזו, 

)מוחלף בתמסורת Aשבה ההגבר הסטטי  )G s  הכוללת את תמסורת המערכת המבוקרת ותמסורת(

 י( , ניתן להשיג בתכנון נכון:הבקר הדינאמ

Y( 0)R 

A


 E

D




Y( 0)R 

A


 E

( )n t N
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|הגבר  - ( ) |G j  גבוה בתדרים "נמוכים" )תחום רוחב הסרט של המערכת(, לקבלת עקיבה טובה

 וכו'.

|הגבר  - ( ) |G j  נמוך בתדרים שמעבר לרוחב הסרט של המערכת, לצורך הנחתת הרעשים

 בתדרים אלה.

 

 

לי יכול לייצב מערכת לא יציבה. אך שימוש י:  שימוש נכון במשוב שלשל המערכת ב. ערעור היציבות

"מוגזם" במשוב  )הגבר גבוה מדי בתדרים גבוהים( עלול לערער יציבות, גם אם המערכת המבוקרת 

 בהמשך הקורס. –)"בחוג פתוח"( היא יציבה. על כך 
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   תכונות בסיסיות  –יציבות בחוג פתוח וסגור   : : 66הרצאה הרצאה 

 

 המתוארת ע"י המשוואה הדיפרנציאלית נתבונן במערכת לק"ב, 

( ) ( 1) ( )
1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n m

n my t a y t a y t b u t b u t      

 עם פונקציית תמסורת מתאימה:

0
1

1

( )
( )

( )

m
m

n n
n

b s bb s
H s

a s s a s a

 
 

  
 

mנניח כי המערכת הינה נאותה ממש  ) n .) 

 

 א. אפסים וקטבים

 

 ים לצמצום בין המונה והמכנה. אזי:נניח ראשית שאין גורמים משותפים שניתנ

- ( )a s .נקרא הפולינום האופייני )או פשוט פולינום המכנה( של המערכת 

}1השורשים  - , , }np p של( )a s  ,הם קטבי המערכת 

}1והשורשים  , , }mz z של( )b s .הם אפסי המערכת 

 

 במקרה הכללי, עשויים להיות גורמים משותפים בין המונה למכנה, הניתנים לצמצום. המקרה זה:

פונקציית פונקציית התמסורת הנגזרת ישירות מהמשוואה הדיפרנציאלית, ללא צמצומים, תיקרא  -

 .   התמסורת הנומינלית

)של המערכת הוא  הפולינום האופייני - )a s.המכנה של פונקציית התמסורת הנומינאלית , 

ה"אמיתיים" )לפי הגדרות פונקציות מרוכבות(  של פונקציית התמסורת הם  האפסים והקטבים -

צמצום כל הגורמים המשותפים ביניהם. סימונם   לאחרשורשי פולינום המונה ומכנה )בהתאמה(, 

1 '{ , , }np p 1-ו '{ , , }mz z.בהתאמה , 

)עם זאת, נוח להתייחס לכל שורשי הפולינומים  - )b s ו-( )a s  לפני צמצום( בתור האפסים(

}1. סימונם אפסי וקוטבי המערכתוהקטבים של התמסורת הנומינאלית, או פשוט  , , }np p ו-  

1{ , , }mz z .בהתאמה 

דוגמא:     -
1

( )
( 3)( 1)

s
H s

s s




 
   )......( 
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 הורביץ-יציבותב. 

 

 :כזכור

שרשי  nכל  אם ורק אםהמערכת יציבה אסימפטוטית )=יציאה דועכת לאפס מכל תנאי התחלה(  -

)הפולינום  )a s   :הינם בעלי חלק ממשי שלילי ממשRe( ) 0, 1, ,ip i n . 

1)כניסה חסומה גוררת יציאה חסומה( אם כל הקטבים  BIBOהמערכת יציבה  - '{ , , }np p  של

)Reהתמסורת המצומצמת  הינם בעלי חלק ממשי שלילי ממש:    ) 0, 1, , 'ip i n . 

 .BIBOהיא דרישה חזקה יותר, וגוררת יציבות  מכאן: יציבות אסימפטוטית -

 

 (. BIBOאם היא יציבה אסימפטוטית )ולכן גם  יציבהמעתה והלאה, מערכת לק"ב תיקרא 

 יציבה לפי הגדרה זו. איננהנדגיש כי מערכת עם קוטב )או ערך אופייני( על הציר המדומה 

                             

1נום :   פוליורביץה-יציבפולינום 
1( ) n n

na s s a s a   נקרא יציב במובן הורביץ )או "יציב-

}1הורביץ"( אם כל שורשיו  , , }n   בעלי חלק ממשי שלילי ממש )כלומר, נמצאים בחצי המישור

}Reהשמאלי הפתוח(:  } 0i . 

 

1,2nעבור פולינום מסדר נמוך ) הורביץ ישירות מתוך סימני המקדמים:-( ניתן לקבוע יציבות 

 1n   1: הפולינום( )a s s a  1הורביץ  אם ורק אם )=אםם(  -יציב 0a . 

 2n   2: הפולינום
1 2( )a s s a s a   1הורביץ  אםם  -יביצ 20, 0a a . 

 )קל לוודא זאת מתוך הפתרון המפורש של המשוואה הריבועית(.

 

)ומעלה, חיוביות כל המקדמים  3עבור פולינום מסדר  0)ia   ליציבות  הכרחיהינה עדיין תנאי

 הורביץ, אך איננה מספיקה לכך. נפרט:

 ?התשובה שלילית.  האם התנאי מספיק 

 נשלול זאת על ידי דוגמא נגדית. למשל:

3 2 2

3 2 2

( ) 1 ( 1)( 1)

( ) 2 ( 1.35)( 0.35 1.48)

a s s s s s s

a s s s s s s s

      

       
 

 :האם התנאי הכרחי? אכן כך. נראה זאת 

0iaטענה: אם הפולינום יציב הורביץ, אזי     1לכל, ,i n. 

)1הורביץ, -הוכחה )סקיצה(: מהגדרת יציבות ) ( )n
i ia s s    כאשרRe{ } 0i  ניתן .

לראות כי מתקבלת מכפלה של גורמים מסדר ראשון )לשורשים ממשיים( או שני )לזוגות שורשים 
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מרוכבים( עם מקדמים חיוביים ממש. לאחר ביצוע הכפל וקיבוץ מקדמי הפולינום ניתן לוודא כי 

 הם אכן חיוביים ממש. iaהמקדמים המתקבלים 

 

 מהתכונה האחרונה )הכרחיות( מתקבלת האבחנה הבאה: 

0iaאם קיים מקדם                                  .אזי הפולינום אינו יציב הורביץ , 

 

3דוגמאות לכך:              2 5 4 2( ) 1, ( ) 17 8 3a s s s s a s s s s s         

 

: קריטריון זה )הערוך כזכור בצורת טבלה( ליציבות( H-Hurwitz, R-outhR)הורביץ -קריטריון רוט

הורביץ של פולינום מסדר כלשהו. תזכורת לגבי אופן חישוב -מספק תנאי מספיק והכרחי ליציבות

 תרגילי הבית. \הטבלה והשימוש בקריטריון תתבצע בתרגול 

 

 

 ג. יציבות מערכת משוב: המשוואה האופיינית

 

 

 

 

 

 

 

 

 ראשית את יציבות פונקציית התמסורת של החוג הסגור:נבחן עבור מערכת המשוב הבסיסית שבציור, 

( ) (s)
( )

( ) 1 ( ) ( )

Y s G
T s

R s G s H s



 

לבדיקת יציבות, ניתן לבטא פונקציית תמסורת זו כמנת פולינומים, ולבדוק את יציבות פולינום 

 המכנה.

 

                          :                                     דוגמא
1 2 1

( ) ; ( )
2 1

s
G s H s

s s


 

 
                          

                                                                       
1

2
22 11

2 1

1
(s)

1 5 3

s

s
s s

s
T

s s




 


 

  
    

135קטבי התמסורת שהתקבלה הם 
1,2 2 2

p j  הורביץ, ולכן -. פולינום המכנה הוא יציב

 הינה יציבה. T(s)התמסורת 

( )y t( )e t( )r t
( )G s

( )H s
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)של  במכנהנשים לב כי לצורך חישוב הקטבים )או פולינום המכנה( ניתן להתמקד  )T sולרשום , 

1 ( ) ( ) 0G s H s  

 של מערכת המשוב.  המשוואה האופייניתמשוואת זו נקראת 

 

. המשוואה האופיינית:                     וגמאהמשך הד
2 1

1 ( ) ( ) 1 0
( 2)( 1)

s
G s H s

s s


   

 
 

)2על ידי הכפלה במכנה נקבל:                          2)( 1) (2 1) 5 3 0s s s s s        

)קיבלנו כצפוי את פולינום המכנה של התמסורת של     )T s . 

    

 : T(s)מסורת נבדוק גם את פונקציית הת  

2

(s) 1
(s) ...

1 ( ) ( ) 5 2

G s
T

G s H s s s


 

  
 

 . T(s)אנו רואים כי הפולינום האופייני של החוג הסגור מופיע כצפוי במכנה של    

 

 Gהמערכות -את המשוואה האופיינית ניתן לבטא גם באופן מפורש כמשוואה פולינומית. נניח כי תת

 נתונות באמצעות פונקציות התמסורת הנומינאליות: H-ו

( )
( ) ,

( )

H

H

b s
H s

a s
         

( )
( )

( )

G

G

b s
G s

a s
 

המשוואה האופיינית הינה:      
( ) ( )

1 ( ) ( ) 1 0
( ) ( )

G H

G H

b s b s
G s H s

a s a s
   . 

 לאחר הכפלה בפולינום המונה נקבל:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0cl G H G Ha s a s a s b s b s  

 

 המערכות -יש לשים לב שבחשבונות אלו נמנענו מצמצום כלשהו של קטבים ואפסים בין ובתוך תת

G ו-H. 

 

)הפולינום  )cla s  משוואה האופיינית( , ושורשיו )פתרונות ההפולינום האופייני של החוג הסגורהוא

}1". סימונם  קטבי החוג הסגורהם הקטבים הנומינאליים של מערכת המשוב, או " , , }c c
np p ,

Gכאשר  Hn n n . 
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)בדיון לעיל התמקדנו ביציבות פונקציית התמסורת   :יציבות פנימית )T s  בין הכניסהr  ליציאהy  .

 אולם במערכת משוב יש לנו עניין בהגדרה רחבה יותר של יציבות המערכת. בפרט, נדרוש:

)יציבות אסימפטוטית כוללת: דעיכה לאפס של כל האותות הפנימיים במערכת )  - )y t ,( )e t 

 (.0וכו'( בתגובה לתנאי התחלה )וכניסה 

כוללת: יציבות של פונקציית התמסורת בין כל נקודת כניסה אפשרית למערכת  BIBOיציבות  -

))למשל  כניסת ההפרעה  )d t  או רעש  המדידה( )n t .לכל אות פנימי במערכת ) 

. במרבית הקורס נתייחס למערכת כזו יציבה פנימיתונות אלה נקראת מערכת משוב המקיימת תכ

 .משוב יציבה מערכתכפשוט 

 

: למרבה המזל, על מנת לבדוק יציבות פנימית של מערכת המשוב אין צורך בדיקת יציבות פנימית

לבדוק בנפרד כל פונקציית תמסורת אפשרית במערכת זו. זאת כיוון שבכולן מופיע במכנה הגורם 

1 ( ) ( )G s H s 1, והקטבים מתקבלים מתוך המשוואה האופיינית המשותפת ( ) ( ) 0G s H s  . 

 

את התוצאה הבסיסית הבאה נביא ללא הוכחה )ההוכחה והגדרה מדויקת יותר של יציבות פנימית 

 מופיעים כמובן בספרות( .

 

 הפולינום האופייני   : מערכת המשוב הינה יציבה פנימית אם ורק אםמשפט

( ) ( ) ( ) ( ) ( )cl G H G Ha s a s a s b s b s 

 הורביץ. -הינו יציב

 

 הערות:

  תוצאה מיידית מהמשפט היא כי אם קיים צמצום בין אפס וקוטב "לא יציבים"   )בחצי המישור

)הימני( בין פונקציות התמסורת   )G s ו-( )H s יציבה פנימית.  אינההמשוב , אזי מערכת 

  דוגמא והסבר: ......

  מסיבות דומות, אין לאפשר צמצום פנימי של אפס וקוטב לא יציבים בתמסורת( )G s  או( )H s. 

תרגיל: האם מערכת המשוב עם 
1

, ( ) 0.5
1

( )
s

H s
s

G s





 מערכת היא יציבה אסימפטוטית? השוו ל

)שבה  ) 1G s  . 
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  )יושלם בכתה(דוגמאות לבדיקת יציבות עם פרמטר הגבר   . ד

 

אשר ניתן לכיוונון. נבדוק עתה את השפעת הגבר  Kבמערכת משוב טיפוסית, הבקר כולל פרמטר הגבר 

 חס למערכת משוב יחידה כמצויר:זה על יציבות של מספר מערכות משוב פשוטות. נתיי

 

 

 

 

 

(     מערכת מסדר ראשון:       1)
1

( )G s
s a




0a,      כאשר   .גודל נתון 

 ?Kהאם מערכת המשוב יציבה? עבור אילו ערכי          

 

 

 

 

 

בראשית )"אינטגרטור"(:              (     מערכת מסדר שני עם קוטב2)
1

( )
( )

G s
s s a




   

           

 

 

 

 

 

(     מערכת מסדר שלישי:    2)
2

1
( )

( )
G s

s s as b


 
  , , 0a b . 

 

 

( )y t( )r t




( )G sK
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   מאפייני התגובה הזמנית ותגובת התדר   : : 77הרצאה הרצאה 

 

מערכת בקרה, נדרשים מדדים סטנדרטיים המתייחסים  על מנת להעריך את איכותה וביצועיה של

 להיבטים שונים של ביצועים אלה. בהרצאות הבאות נתאר מספר מדדים מקובלים לכך.

 

 :ניתן לתאר את ביצועי המערכת במספר היבטים. חלוקה מקובלת היא לשתי הקטגוריות הבאות

 א. ביצועי המצב המתמיד: לאחר דעיכת תופעות המעבר.

 ה הדינאמית: מהירות התגובה ואופייה, בתגובה לשינוי בכניסה או לתנאי התחלה.ב. התגוב

 

 התגובה הדינאמית מאופיינת אף היא בעזרת שני כלים עיקריים:

 לרוב התגובה למדרגה. –א. התגובה הזמנית 

 כפי שמתוארת למשל בדיאגרמת בודה. –ב. תגובת התדר של המערכת 

 

ות של תגובות אלה ומדדים מתאימים עבורם. אנו מתמקדים פה בהרצאה זו נתאר צורות אופייני

 באיפיון  התגובה של המערכת הכוללת, ובפרט לקשר בין כניסת הייחוס ליציאה:

 

 

 

 

 

    

  

 

 

( )y t( )r t

( )T s
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 מאפייני התגובה למדרגה . 7.1

 

היא באמצעות התגובה למדרגה, כלומר יציאת הדרך המקובלת לאפיין את התגובה הדינאמית 

)המערכת  )y t  המתקבלת כאשר כניסת הייחוס( )r t  הינה מדרגת יחידה. תגובה זו מייצגת ישירות

 את תגובת המערכת לשינוי חד בערך הכניסה )בין שני ערכים קבועים(. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

וך( מוראית בציור. גודל היציאה פיינית של תגובה למדרגה של מערכת עקיבה )בעלת ריסון נמצורה או

( )y t נורמל לפי הערך הסופי שלהssy  לשם נוחיות.  התגובה מאופיינת על ידי הפרמטרים העיקריים

 הבאים:

rt  –  ,זמן העלייהrise timeמערכה הסופי. %90-. הזמן הראשון שבו התגובה מגיעה ל 

 (.90%עד  10%-)לעיתים מוגדר בזמן העליה מ 

st  –   ,זמן ההתייצבותsettling time הזמן הראשון שבו התגובה נכנסת לשרווול של .%p  מערכה

,2%הסופי, ולא יוצאת משם יותר. מקובלים ערכים של  5% . 

pt  –  ,זמן השיאpeak time.הזמן שבו התגובה מגיעה לערכה המכסימאלי . 

O.S.  –  ,תגובת  היתרovershoot הערך המכסימאלי של התגובה )לרוב נמדד באחוזים מעבר לערך .

 בציור(.  10%  -המצב היציב: למשל: כ

dt  – מערכה הסופי. %10-זמן ההשהיה, הזמן שבוא  התגובה מגיעה ל 

 הגדלים השימושיים ביותר עבורנו יהיו זמן ההתייצבות וגודל תגובת היתר.

 

, והערך המתאים של שגיאת העקיבה: ssyפרמטר חשוב נוסף הינו ערך התגובה במצב המתמיד, 

1ss sse y .על כל נעמוד בהרחבה בהמשך . 

0.1

0.9

1

dt rt pt

. .O S

t

( )y t

yss

st

5%
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 דוגמאות של תגובה למדרגה:מספר 

מבוקרת:                           מערכת
3 2

100( 1) 100 100

( 2)( 5)( 30) 37 220 300
( )

s s

s s s s s s
G s

 


     
 

 

 

 :)ללא משוב( תגובה למדרגה

 

 

 

 

 קוד מטלב  : 

>> G=tf([100,100],[1,37,220,300])                         

>> G=zpk([-1],[-2,-5,-30],100                                                                 או: 

>> s = tf('s');  G = 100*(s+1)/((s+2)*(s+5)*(s+30))      :או 
 

>> step(G) 

 

 :                                              kמשוב יחידה שלילי עם הגבר  -בחוג סגור 
( )

( )
1 ( )

kG s
T s

kG s



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

>> H=1; k=10;  

>> T=feedback(k*G,H);   step(T) 

>> %% avoid T=k*G/(1+k*G) !! 
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 מאפייני תגובת התדר . 7.2

)כזכור, תגובת התדר  )H j  )מתארת את ההגבר והסחת הפאזה של יציאת המערכת )במצב מתמיד

 :כניסה הרמונית בתדר בתגובה ל

 

     

 

 

( ) cos( )

( ) | ( )| cos( ( ))

u t A t

y t A H j t H j

 

   

 

  
 

- | ( )|H j הינו הגבר תגובת התדר 

- ( )H j .הינה הפאזה )או הסחת הפאזה( של תגובת בתדר 

 

ם ע"י ביצוע סריקה על גבי תדרים קשר זה מאפשר מדידה ישירה של תגובת התדר של המערכת, א

 . (spectrum analyzer)בודדים, או בעזרת מנתח ספקטרלי 

 

)נציין כי  )H j  מוגדרת באופן כללי עבור  אולם במערכת ממשית מתקיים .

*( ) ( )H j H j   כך שניתן להסתפק בתיאור ,( )H j  0עבור . 

 

 הערה לגבי תגובת התדר של מערכת לא יציבה:

  כאשר( )H s  פונקצית תמסורת של מערכת לא יציבה, צירj  אינו נמצא בתחום ההתכנסות של

( )H sניתן לפרש את  , ולא( )H j כהתמרת פוריה של התגובה להלם. כמו כן, עבור "רוב" תנאי

 ההתחלה יציאת המערכת לא תתכנס למצב יציב בתגובה לכניסה הרמונית, אלא תתבדר.

  במקרה זה עדיין ניתן לפרש את( )H j המשוואה  כמתאר את הפיתרון הפרטי )החסום( של

). הקשר הדיפרנציאלית של המערכת, עבור כניסה הרמונית בתדר  ) ( ) |s jH j H s    עדיין

 מתקיים באופן פורמאלי, אך אין לראותו כקשר בין התמרת לפלס לפוריה.

 יב תחילה את מדידה ישירה של תגובת התדר למערכת לא יציבה עדיין אפשרית, אולם יש להצ

 המערכת בחוג משוב לצורך ייצובה )למניעת התבדרות היציאה(.

 

( )y t( )u t ( )H s
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: קיימים מספר ייצוגים גרפיים לתגובת התדר, כאשר דיאגרמת בודה היא הנפוצה דיאגרמת בודה

 ביותר.  דיאגרמה זו ערוכה כך:

  ציור נפרד של ההגבר| ( )|H j  ושל הפאזה( )H j 0, כתלות בתדר . 

 ציר התדר בסקלה לוגריתמית 

 ( ההגבר מתואר בסקלה לוגריתמית, ביחידות דציבל(dB    :10| ( )| 20log | ( )|dBH j H j  

 .)הפאזה במתוארת בסקאלה לינארית  )ביחידות מעלות או רדיאנים 

)"קרוב  אסימפטוטי"( של תגובת התדר באמצעות הסקאלה הלוגריתמית מאפשרת  ציור ידני מקורב 

 קווים ישרים. חזרה על כללי השרטוט המקורב של דיאגרמת בודה תינתן בתירגול.

  

)דיאגרמות בודה אופייניות של התמסורת הקדמית  )G s  ושל תמסורת החוג הסגור( )T s  עבור

 מוראות להלן: יחידה-מערכת משוב

 

                         
( )

1 ( )
( )

G s

G s
T s


              

1000( 10)

( 2)( 5)( 30)
( )

s

s s s
G s



  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)התמסורת הקדמית  )G j  הכוללת  את המערכת המבוקרת ובקר מתאים( תהיה בעלת הגבר גדול(

( בתדרים נמוכים. זהו תחום התדרים שבו המשוב אפקטיבי והמערכת עוקבת 0dB) 1-משמעותית מ

 אחר הכניסה.

 

)התמסורת הכוללת  )T j 1-הינה בעלת הגבר קרוב ל (0dB בתחם תדרים דומה. זהו תחום )

 אחר הכניסה. התדרים של הכניסה שבו היציאה עוקבת באופן נאמן
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 מאפייני תגובת התדר:

 

 

נמוכים. הפרמטרים -של החוג הסגור היא בעלת צורה של מסנן מעבירניתן לראות כי תגובת התדר 

 העיקריים של התגובה הינם:

B  – 3  -רוחב הסרט. זהו הערך שבו ההגבר יורד לdB 1)פי

2
( מערכו בתדרים הנמוכים. ערכים 

 אופייניים למערכות בקרה הינם עשרות או מאות הרץ.

rM  –  למספר  0ערך התהודה הראשית. זהו הערך המכסימאלי של תגובת התדר )באופן טיפוסי בין

dBון נמוך )תגובה למדרגה תנודתית(.(. ערך גבוה של תהודה זו מצביע על מערכת בעלת ריס 

 

Bp

3 dB

rM

| ( ) |dBT j
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 -התגובה הזמנית   : : 88הרצאה הרצאה 

   מערכות מסדר שני והתגובה הדומיננטית 

 

בהרצאה זו נלמד להעריך את צורת התגובה הזמנית )התגובה למדרגה( של מערכת מתוך מיקום 

)הקטבים והאפסים של פונקציית תמסורת  )T s. 

ראשית את התגובה של מערכות פשוטות מסדר ראשון ושני, ובהמשך תבסס על כך כדי לצורך זה נתאר 

 למצוא קירוב לתגובה של מערכות מורכבות יותר. 

 

 

 מערכת מסדר ראשון . 8.1

 

 נתבונן ראשית במערכת הבאה מסדר ראשון:

                                            ( ) , 0
a

T s a
s a

 


 

0aה הדריש  .מבטיחה את יציבות המערכת 

(0)נשים לב שההגבר מנורמל כך שמתקבל  ( 0) 1T T j    כלומר לאות קבוע(.0בתדר  1)הגבר , 

 

 צורה שקולה עבור תמסורת זו:

    ( )הוא קבוע הזמן, בשניות           
11

( ) ,
1 a

T s
s




 


 

 

למערכת זו קוטב אחד, בנקודה  
1

p a


      : 

 

)התגובה למדרגה בכניסה,  ) 1( )r t t : 

 

 

 , 1-התגובה מתכנסת מונוטונית ל      

 .0%היא  (overshoot)תגובת היתר       

 

 

 

 

/t 

11 0.63e 

X

1
a
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 :השפעת קבוע הזמן 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 על מיקום הקוטב:                                                                          השפעת  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

2

1 2 

X

1
1

1
a


   2

2

1
a


  

X

   small 

fast response
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 מערכת סטנדרטית מסדר שני . 8.2

 

בקרה מערכות מסדר שני הינן המודל הפשוט ביותר שהוא בעל עניין ממשי כמודל מקורב למערכת 

 כוללת.  

 מסדר שני היא בעלת  פונקציית התמסורת הבאה: סטנדרטיתמערכת 

2
2

1 2

( ) ,
a

T s
s a s a


 

 

(0) : 1אין אפסים, והגבר התדר הנמוך הוא  למערכת זו:  1T . 

1תנאי היציבות הוא כמובן  20, 0a a  2.  כאשר 0a :ניתן לרשום את התמסורת כך , 

2

2 2
( )

2

n

n n

T s
s s



 


 
 

- 0n  הוא התדר הטבעי 

-  הוא מקדם הריסון 

1          לעיל:שהקשר למקדמים  -
2 ,

2
n

n

a
a 


    

 

2קטבי המערכת:                 
1,2

2 1 1n n n np j                         

 

 

  הערה:   מערכת סטנדרטית מסדר שני מתקבלת כתמסורת בחוג סגור של מערכת משוב יחידה עם

 תמסורת קדמית:

                                                                               ( )
( )

K
G s

s s a



     

 במקרה זה נקבל

                                                       
2

( )
( )

1 ( )

G s K
T s

G s s as K
 

  
 

,זו אכן מערכת סטנדרטית מסדר שני, עם 
2

n

a
K

K
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1היא בעלת הצורה הבאה )עבור  התגובה למדרגה 2p p:) 

 

 
   

  

1 2

1 2

1 2

1 1

1 2

1 1( ) { ( )} { }

1 0)(p t p t

A A
s s s p s p

y t T s

Ae A e t
 

1כאשר  2,A A.מקדמים מתאימים המתקבלים מהפרוק לשברים חלקיים 

 

צורה עקרונית של התגובה למדרגה ומיקום הקטבים עבור ערכים שונים של מקדם הריסון מוראים 

 בציור. 

 

1 ריסון יתר : 

(overdamped)      

 

1 ריסון קריטי : 

 

 

0 1 ריסון-: תת 

 

 

0 מערכת בלתי מרוסנת : 

 

 

0 מערכת לא יציבה : 

 

 

 

0ריסון )-המקרה המעניין עבורנו הוא של תת 1 .ובו נתמקד להלן ,) 

XX

XX

-1

X

X

X

X

X

X
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 שני פרטי התגובה הזמנית של מערכת סטנדרטית מסדר

 

 פונקצית תמסורת

 

n - תדר טבעי 

   -  0מקדם הריסון. נניח 1  

 

 

 מיקום הקטבים

 

 

 

 

 

 

 

 

 התגובה למדרגה

 

 

21   nd - תדר התנודה 

nd       .1/d d  ."הוא "קבוע הזמן של המעטפת 

 
2

2 22

n

n n

T s
s s



 


 

    0cossin

1

1 1

2




 


tt
e

ty d

td
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 (Overshootתגובת יתר )

 

0עבור  1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Settling Timeזמן התייצבות )

 5לתחום %

 

 :1קירוב  -

 

                                        2קירוב  -
 ln 0.05 3

s

n n

t
 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

2

2

0
1

. . exp 1 exp tan( )

p

dn

y t

O S

 

 

   

   


    

 2

2

ln 0.05 1
0.05

1

nt

s

n

e
t
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 נוסףהשפעת קוטב  . 8.3

 

 השפעתו על התגובה הדינאמית. נבחן אתנוסיף עתה קוטב )שלישי( למערכת סטנדרטית מסדר שני, ו

נסמן:                                                 
2

0 2 2
( )

2

n

n n

T s
s s



 


 
 

 ונבחן את פונקציית התמסורת:

2

0 2 2

1
( ) ( )

1 / ( 2 )(1 / )

n

n n

T s T s
s P s s s P



 
 

   
 

0Pכאשר   3.   נשים לב כי בקוטב השלישי הוא בנקודהp P  . 

 

 מפת הקטבים המתקבלת:                   

 

 

 

עצמו נוח להתייחס לפרמטר היחסי הבא, שמבטא את היחס בין הערך של הקוטב  Pבמקום הערך  של 

 יימים:הנוסף לערך הממשי של הקטבים הק

n

P



 

)גדול יותר, כך הקוטב הנוסף בנקודה   -ככל ש )P .רחוק יותר שמאלה מהראשית 

 

 :התגובה המתקבלת עבור ערכים שונים של 

 

 

X

X

-
n


X

-P
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 ניתן לראות כי:

  1עבור(10   0בציור(, התגובה זהה למעשה לזו של( )T s . כלומר: השפעת הקוטב

 הנוסף  זניחה.

 ככל ש-   1קטן, השפעתו גדלה. כאשר לזו של מערכת , התגובה הופכת איטית יותר ודומה

 ( הופכת להיות זניחה.0Tמסדר ראשון. השפעת הקטבים המקוריים )של 

 

 הסבר:

  התגובה למדרגה תהיה עתה 



 

 

  
    

  

1 2 3

1 2

1 1

3

1 1( ) { ( )} { }

1 sin(...)dt Pt

A A A
s s s p s p s P

y t T s

Ae A e
 

כאשר  d n. 

  ניתן לראות כי אםnP   (1אזי האקספוננט השייך ל ,)- P  דועך מהר יותר, ולאחר

 המקרה הפוך. nPדעיכתו האקפוננט השני יקבע את צורת התגובה.  עבור 

  ניתן לבטא זאת באמצעות קבועי זמן: הגורם של הקוטב( )P ם קבוע זמן דועך ע  1P P
  ,

ןאילו זה הקשור לקטבים המרוכבים דועך עם קבוע זמן 


  1

n
d הגורם עם קבוע הזמן הקצר  .

 יותר דועך מהר יותר.

  בנוסף לכך, ניתן לראות כי בפרוק לשברים חלקיים, הקטבים בעלי  קבוע זמן איטי יותר הם גם

גדולים יותר )בערך מוחלט(, ובהתאם השפעתם על התגובה הדינאמית גדולה  iAמים בעלי  מקד

 יותר.

 

דומיננטיים ההקטבים שחלקם הממשי ממשי קרוב יותר לציר המדומה הם מסקנה מהדיון עד כה: 

   יותר בקביעת צורת התגובה.
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 השפעת אפס נוסף . 8.4

 

 תוספת אפס אחד )גורם מסדר ראשון במונה(:נתבונן עתה במערכת עם 

2

0 2 2

(1 / )
( ) ( ) (1 )

2

n

n n
Z

s Zs
T s T s

s s



 


  

 
 

0Zכאשר   1.   נשים לב כי האפס הנוסף הוא בנקודהz Z . . 

 

 מפת הקטבים והאפסים של פונקציית התמסורת שקיבלנו:                   

 

 של האפס הנוסף. נגדירהיחסי ערך גם פה נוח להתייחס ל

n

Z



 

)גדול יותר, כך האפס הנוסף בנקודה   -ככל ש )Z .רחוק יותר שמאלה מהראשית 

 

 :התגובה המתקבלת עבור ערכים שונים של 

 
 

 ת כי:ניתן לראו

  1עבור (10   0בציור(, התגובה זהה למעשה לזו של( )T s .אפס כלומר: השפעת ה 

 הנוסף  זניחה.

 ככל ש-  של תגובת  קטן, השפעתו של האפס גדלה. השפעה זו מתבטאת בעיקר בהגדלת הערך

 היתר.

 

X

X

-
n


-Z
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 הסבר: ניתן להבין את השפעת האפס הנוסף בשתי דרכים, כאשר השניה מדויקת יותר.

 

 )חלקי(: פרוק לשברים חלקיים. תוספת האפס אינה משנה כמובן את קוטבי המערכת. 1הסבר 

 הפרוק לשברים חלקיים יישאר מהצורה: 

 

 

  

   
      

2

1 2
2 2

1 2

(1 / )1 1

2
1 1( ) { } { } ... 1 sin(...)n

n n

s Z t

s s

A A
s s s p s p

y t Ae 

( בלבד, דרך ההכפלה בגורם הנוסף iAדמים )כאשר ההשפעה היא על המק / )(1 i Zp  ניתן לראות .

כי השפעה זו זניחה כאשר  ) || Re( iZ p.וגורמת להגדלתם אחרת , 

 

 . נשים לב כי פונקצית התמסורת עם האפס ניתנת לפרוק הבא:2הסבר 

0 0 0( ) ( ) (1 ) ( ) ( )
Z Z

s s
T s T s T s T s    

)0נסמן את התגובה למדרגה של  )T s 0 -)המערכת המקורית( ב( )y tכיוון ש .-s  מתאים לגוזר בתחום

)הזמן, הרי שהתגובה למדרגה של המערכת  )T s תהיה 

0 0

1
( ) ( ) ( )y t y t y t

Z
  

)0היא למעשה התגובה להלם(. לאחר גזירת  0y)כאשר  )y t  :תתקבל התמונה הבאה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ניתן לראות כי:

 השפעת האפס קטנה ככל ש- Z .גדל 

  0בנקודת המכסימום של( )y t  .)לא יהיה שינוי ערך התגובה )השוו לציור הקודם 

1

1
+

Z
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: האפס משפיע על מקדמי האקספוננטים אך לא על קבועי הזמן שלהם. מסקנה מהדיון בהשפעת האפס

 השפעתו משמעותית אם הוא קרוב לציר המדומה ביחס לקטבים, וזניחה אם הוא רחוק יותר מהם.

 

 

 בחצי המישור הימני: יםהערה לגבי אפס

0Zכאשר   1, האפסz Z   מתקבל בחצי המישור הימני. )מערכת בעלת אפסים בחצי המישור

פאזה".(  במקרה זה הנגזרת נוספת עם סימן שלילי )מתחסרת(, ובתגובה -הימני נקראת "לא מינימום

 יסה(. למדרגה מתקבלת תגובה ראשונית שלילית )הפוכה לכיוון הכנ

 

 

 

(1Z  ) 

 

 

 

 

 תופעה זו מתקיימת באופן כללי כאשר קיים בצד ימין של המישור המרוכב.  ניתן להראות זאת כך:

 נניח כי    

                                                                 0( ) ( ) (1 / )T s T s s b  

0bכאשר  0-, ו( )T s .פונקצית תמסורת יציבה 

)התגובה למדרגה  )y t                             :1מקיימת
0( ) ( ) (1 / )

s
Y s T s s b                       

)                                         בתחום ההתכנסות(: b-ולכן  )נשים לב ש ) 0Y b   . 

מצד שני, לפי הגדרת התמרת לפלס:                          
0

( ) ( )btY b e y t dt
   

)כדי שאנינטגרל זה יתאפס,  )y t .חייב לקבל גם ערכים שליליים 

 

 ביצי המישור הימני נקראת מינימום פאזה )הגדרה זו ניתנה ע"י בודה(.מערכת יציבה ללא אפסים 
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 קירוב התגובה הדומיננטית . 8.5

 

כי ההשפעה העיקרית על התגובה הדינאמית של מערכת יציבה היא של בעמודים הקודמים ראינו 

 .jהקטבים והאפסים הקרובים יותר לציר 

של אפסים וקטבים המצטמצמים בקירוב יהיו גם הם בעלי השפעה קטנה )ניתן  בנוסף לכך, צמדים

 לראות זאת באפון הפשוט ביותר בהשפעתם הקטנה על דיאגרמת בודה(. 

 

 של התגובה כלהלן:  הקטבים והאפסים הדומיננטייםבהתאם לכך, נגדיר את 

ן אלה שאינם מצטמצמים , מבי. נבחר מספר קטבים )אחד או שניים( שהם הקרובים ביותר לציר 1

 בקירוב עם האפסים.

או יותר( מהציר המדומה יחסית לקטבים הנ"ל  5קוטבים  ואפסים הרחוקים משמעותית )נניח, פה  . 2

 יבוטלו.

 . קטבים ואפסים המצטמצמים בקרוב יבוטלו גם הם.3

 

המתקבלת הקבוצה הנותרת של קטבים ואפסים הוא החלק הדומיננטי של המערכת. התגובה למדרגה 

 עבור מערכת מפושטת זו הינה התגובה הדומיננטית, ואמורה לתת קרוב ראשוני טוב לתגובה המלאה. 

 

 

 לדוגמא:

 

 

 

 

 

 

 

X

X

X

X

X

 החלק הדומיננטי
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 דוגמא )מוצלחת(:

02 2 2

6 10( 20) 1 / 0.95 6
( ) , ( )

13 6 25 200 3 6

s s
T s T s

ss s s s s s

 
   

     
 

 

 

 ביטול אפס וקוטב:

2

6 1 /
( )

1( 3 6)

s Z
T s

ss s




 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ( 044191)  1בקרה כות הרצאות במער

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו
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    רכות משוברכות משובקריטריון נייקוויסט ליציבות מעקריטריון נייקוויסט ליציבות מע  : : 99הרצאה הרצאה 

 

 בהרצאה קודמת ראינו כי יציבות )פנימית( 

 של מערכת המשוב הבסיסית שבציור שקולה

 לדרישות הבאות: 

1שרשי המשוואה האופיינית   .1 ( ) ( ) 0G s H s    

 כולם "יציבים" )בחצי המישור השמאלי הפתוח(.

)אין צמצום של אפס וקוטב "לא יציבים" במכפלה  .2 ) ( )G s H s. 

 

)באם נתונות פונקציות התמסורת  ), ( )G s H s  בצורה מפורשת, ניתן לבדוק את יציבות פתרונות

הורביץ(.  בהרצאה זו נתאר בדיקת -המשוואה האופיינית בצורה אלגברית  )למשל בעזרת קריטריון רות

) תגובות התדרות על יציבות חלופית, קריטריון נייקוויסט,  אשר מסתמכת ישיר ), ( )G j H j   . 

 

התובנה מאחורי הקריטריון הינה כלהלן: ראינו כי יתרונות המשוב השלילי מתקבלים כאשר הגבר 

|החוג ( ) ( ) | 1G j H j  ובתדר שבו הפאזה מגיעה ל0-. עם זאת, לתמסורת זו יש פאזה שונה מ ,-

, תתקבל הגברה חוזרת 1-המשוב השלילי הופך  למשוב חיובי. אם הגבר החוג בתדר זה גדול מ ,180

 יציבות. קריטריון נייקוויסט מעמיד אבחנות אלו על  בסיס מתמטי מוצק.-של אות המשוב שתוביל לאי

 

 קריטריון נייקוויסט הינו בעל חשיבות במספר היבטים:

בוקרת או החיישן נמדדת ישירות, ניתן להפעיל את במקרים בהם תגובות התדר של המערכת המ .1

 הקריטריון ללא צורך "להתאים" לתגובת התדר פונקציית תמסורת מקורבת.

קריטריון נייקוויסט ישים גם כאשר פונקציית התמסורת כוללת השהיה טהורה )או אף תמסורת  .2

 ניכרת. רציונאלית אחרת(. במקרים אלה פתרון המשוואה האופיינית מסתבך המידה-לא

ההתבוננות בתחום התדר מובילה לתובנות חשובות לגבי התכונות הנדרשות מתמסורת החוג  .3

( ) ( )G j H j   בפרט נתעכב בהמשך על המושגים של עודף הפאזה ועודף ההגבר, שהם .

 משוב.-מהיסודיים בכל מערכת בקרת

------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ( במאמר מהנוכחיתקריטריון היציבות של נייקוויסט הוצג לראשונה )בגרסה פחות כללית 

 H. Nyquist, "Regeneration Theory". Bell System Technical  Journal,  January 1932. 

ציבות של מגברי משוב, ששימשו להגברת אות בכבלי טלפון המוטיבציה לפיתוחו היתה הצורך בניתוח י

 ארוכים.

)בהמשך  AT&Tד"ר הארי נייקוויסט היה חוקר ומהנדס חשמל אמריקאי ממוצא שוודי, שעבד במעבדות 

 (. הוא תרם תרומות יסודיות בנושאים של רעש תרמי, תורת התקשורת, ומערכות משוב.  Bellמעבדות 
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------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

 

 דיאגרמת נייקוויסט . 9.1

 

דיאגרמת נייקוויסט מהווה תיאור גרפי של תגובת התדר, באופן שונה מדיאגרמת בודה. דיאגרמת 

אגרמת נייקוויסט מהווה תיאור  בודה מציגה גרפים נפרדים עבור ההגבר והפאזה, כתלות בתדר.  די

 פולארי משולב של ההגבר והפאזה, במישור המרוכב, כאשר התדר משמש כפרמטר.

 

Lדיאגרמת נייקוויסט מצוירת לרוב עבור תמסורת החוג  GH באופן כללי, אנו מתייחסים לתגובת .

)תדר נתונה  ), 0L j    לכל תדר . ,( )L j  הינו מספר מרוכב שניתן לציירו כנקודה במישור

המרוכב, כאשר הצירים הם החלק הממשי והמדומה. עקום נייקוויסט הינו העקום המתקבל באופן זה 

 .עד  0-כאשר התדר משתנה מ

 

 ת עבורלהלן הדיאגרמה המתקבל

3 3

10 10
( ) ( )

(1 ) (1 )
L s L j

s j



  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Re{ ( )}L j

Im{ ( )}L j

0, 10L  

10

2 2
135 2.5 2.5

1,

( ) jL



  



 



| ( ) |L j

( )L j
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. ציור ידני מקורב Nyquist(L)דיאגרמת נייקוויסט )השלמה, ראו להלן( מתקבלת במטלב ע"י הפקודה 

 ניתן לקבל:

 על ידי חישוב וציור ערכים עבור ערכי תדר מייצגים. .1

 בעזרת דיאגרמת בודה. .2

)ונקציית התמסורת )עם מעט ניסיון(: באופן ישיר מתוך פ .3 )L s ע"י הבנת לאחר הבנת ,

 הקטבים והאפסים על הדיאגרמה.

 

 

 עקום נייקוויסט השלם . 9.2

 

}קריטריון היציבות של נייקוויסט מבוסס על ציור העקום המתואר על  ידי  ( ) : }L s s כאשר , 

סגור המקיף את חצי המישור המרוכב הימני )בכיוון השעון(. במונחים של פונקציות  הוא עקום

)באמצעות הפונקציה המרוכבת  מרוכבות, זוהי ההעתקה של  )L s. 

 

 מוראה בציור: העקום

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ור המקיף את חצי המישור הימני בכיוון השעון. נוח לחלקו לשלושה קטעים:כאמור זהו עקום סג

(I):   : 0,s j    

(II): : 0,s j    

(III)  חצי עיגול בעל רדיוס אינסופי 

 

 

}, השלםעקום נייקוויסט  ( ) : }L s s כב, המתאר את במישור המרו סגור,  הינו כאמור עקום

)השתנות  )L s  כאשרs  משתנה לאורך העקום. 

 

 

  Γהעקום 

Re( )s

Im( )s

0

(I)

(II)

(III)

R 
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עקום נייקוויסט השלם המתקבל עבור הדוגמא הקודמת: 
3

10
( )

(1 )
L s

s



  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 באופן כללי:

 ( חלקIהציור עבור הח :)  לק החיובי של צירj  הינו למעשה דיאגרמת נייקוויסט )החלקית( של

 תגובת התדר, שתוארה בסעיף הקודם.

 ( חלקII עקב  :)*( ) )(L j L j  ( חלק העקום עבור קטע ,II( הינו תמונת ראי של חלק )I .)

על סימון הכיוון )מתדר  בציור ידני מקובל לקווקו חלק זה. יש להקפיד     0לכיוון ) 

 ( חלקIII:כאשר המערכת נאותה ממש, חלק זה של העקום מתנוון לנקודת בודדת בראשית :) 

                                         
| |

lim ( ) lim ( ) 0j

R s
L Re L s

 
  

 ( יתנוון לנקודה בודדת, אם כי לא בראשית.(IIIלא ממש, עדיין חלק )כאשר  המערכת נאותה אך 

 

 ציור מטלב עבור הדוגמה שלעיל:

 

 
>> L=zpk([],[-1 -1 -1],10); 

>> nyquist(L) 

 

 

 

 

 

 

Re{ ( )}L j

Im{ ( )}L j

(I)

(II)

(III)
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 קריטריון היציבות של נייקוויסט . 9.3

 

 נחזור למערכת המשוב הבסיסית:

 

 

 

 

 

 פונקציית התמסורת:

( ) ( )
( )

1 ( ) ( ) 1 ( )

G s G s
T s

G s H s L s
 

 
 

 

)נניח פה כי במכפלה  ) ( )G s H s  אין צמצומי קטבים ואפסים בחצי המישור הימני )במקרה זה

 המערכת אינה יציבה(.

 

1בהנחה זו, החוג הסגור יציב אם ורק אם פתרונות המשוואה האופיינית  ( ) 0L s   כולם בחצי

 המישור השמאלי הפתוח.

 

 ו מתייחסים לפתרונות המשוואה האופיינית  כ"קטבי החוג הסגור". כזכור אנ

 

 

 .נייקוויסט משפט

 נניח )לעת עתה( כי:

)א. לתמסורת החוג    )L s אין קטבים על הציר המדומה 

)ב. עקום נייקוויסט השלם של תמסורת החוג    )L s (. -1) אינו עובר דרך הנקודה 

 אזי מתקיים:

c o cwP P N  

 כאשר:

cP :  1מספר קטבי החוג הסגור )פתרונות  המשוואה האופיינית ( ) 0L s  הנמצאים בחצי )

 המישור הימני  הפתוח.

oP :  מספר הקטבים של תמסורת החוג( ) ( ) ( )L s G s H s .בחצי המישור הימני הפתוח  

cwN : ( (, בכיוון השעון )-1מספר ההקפות שמקיף עקום נייקויסט השלם את  הנקודהCW.) 

 * הקפות נגד כיוון השעון נספרות מספר שלילי.

 

( )y t( )e t( )r t
( )G s

( )H s
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 הערות למשפט:

  ה"נעלם" פה הואcP . 0החוג הסגור יציב אםםcP . 

  אתoP   ניתן לקבל ישירות כאשר נתונה תמסורת( ) ( ) ( )L s G s H s  ,0. בפרטoP    כאשר

( ), ( )G s H s .יציבים 

 cwN ודל המתקבל מתוך הדיאגרמה.הוא הג 

 

   הוכחה )עקרונית(:

 מתורת הפונקציות המרוכבות. עקרון הארגומנט של קושיההוכחה מתקבלת בעזרת הגרסה הבאה של  

 

)תהי  )F s  פונקציה מרוכבת )נניח רציונאלית לשם פשטות(.  יהי  עקום סגור המקיף

)במישור המרוכב, אשר אינו עובר דרך קטבים או אפסים של  Dכיוון השעון תחום ב )F s  .

)באמצעות  נשרטט את העקום הסגור המתקבל ע"י העתקה של  )F s       :

( ) { ( ) : }F F s s                  אזי  . 

                                 P                             Z                              N  

)ספר הקטבים של        מספר האפסים של              מספר ההקפות של מ                      )F  

                     ( )F s בתוך            ( )F s  בתוך                  מסביב לראשית בכיוון השעון 
 

)נבחר  ) 1 ( )F s L s  ,D חצי המישור הימני, ואילו  הינו העקום שמקיף את חצי המישור

 הימני כפי שהוגדר עבור עקום נייקוויסט השלם. נקבל:

                                 P                             Z                              N  

 עקום מספר הקטבים של        מספר האפסים של           מספר ההקפות של  ה                     

                             1 ( )L s                 1 ( )L s                            {1 ( ) : }L s s  
 בחצי המישור הימני     בחצי המישור הימני          מסביב לראשית בכיוון השעון                    

 

 ניתן עתה בקלות לזהות גדלים אלה כגדלים שהוגדרו במשפט, ולקבל: 

cw c oN P P  

 מ.ש.ל.                             
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Γ
  

Re( )s

Im( )s

0
x

x

x

Radius 0 

 הערות נוספות:

 ( לחוג הסגור קוטב על הציר המדומה, כך שאינו -1כאשר עקום נייקוויסט עובר דרך הנקודה ,)

1יציב.  הסיבה:  ( ) 0 ( ) 1L j L j     . 

( אינו מוגדר היטב. כדי לקבל -1הסיבה להחרגת מקרה זה מהמשפט היא כי מספר ההקפות סביב )

)יציבים ניתן לשנות מעט את ההגבר של -פרטים נוספים לגבי מספר הקטבים הלא )L s. 

 

  כאשר לתמסורת החוג קטבים על הציר המדומה 

למשל   –
1

( )
s

L s   או
2

1
( )

1s
L s 


 –   

 כך שיעקוף קטבים אלה.  יש לשנות את העקום 

 להפעלת המשפט על העקיפה להתבצע מימין, 

 , ואז וקטבים אלה אינם נספרים0-ברדיוס שואף ל

 ול. .  היישום יודגם בהמשך ובתרגoP-ב

 

 

 

  0כאשרoP   החוג הפתוח(( )L s   0יציב(, הדרישה ליציבות החוג הסגור היאcwN . 

)המשמעות לגבי עקומי נייקוויסט "פשוטים" יחסית: למניעת ההקפה של  1)  יש לוודא שההגבר

)תדר שבו ב ) 180L j   1-יהיה קטן מ. 

 

 

 

 עם זאת, יש לשים לב שייתכנו גם מקרים מורכבים יותר:

 

 

 

 

1

1
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 דוגמאות . 9.4

 

                                                         :1דוגמא 
10

( ) ( ) ( )
( 1)( 2)

L s G s H s
s s

 
 

 

 

 

 

   oP  

   cwN  

   cP  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                         :2דוגמא 
10

( )
( 1)( 2)

L s
s s




 
 

 

 

   oP  

   cwN  

   cP  
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                                      :)קוטב על הציר המדומה( 3דוגמא 
2

10
( )

( 1)
L s

s s



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0s-פה קיים קוטב ב .וציור המטלב אינו נותן את מלוא התמונה , 

 דרש עתה לעקוף את הקוטב בראשית.נ העקום 

 

 

 

 

 

 ( בציור. כדי לקבל את העתקת קטע זה נרשום אותו באופן הבא:IVהעקיפה הנדרשת מסומנת כקטע )

occw  (0 )o o(IV):    , : 90 90js e     

)-הצבה ב )L s  עבור :קטן נותנת 

10 10
( )

j

j j

s e

L e e
s 

 










  

0עבור   מעגל ברדיוס אינסופי, בעל פאזה המשתנה באופן הבא:-נקבל חצי 

ocw  (0 )o o( ) : 90 90   

 )באופן כללי, כל קוטב בראשית "תורם" חצי מעגל אינסופי נוסף( .

 

 עקומת נייקוויסט המלאה היא לפיכך:

 

 

oP  

   cwN  

   cP  

Γ  

Re( )s

Im( )s

0
x

Radius 0 

(I)

(II)

(III)

(IV)
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 :חישוב נקודת החיתוך עם הציר הממשי

( חשיבות רבה בקביעת מספר -1לערך נקודות החיתוך עם הציר הממשי )ובפרט מיקומן ביחס לנקודה 

 (.-1ההקפות סביב )

}Imידי:                    -נקודות אלו מאופיינות על ( )} 0L j  

)oאו:                                                            ) 180L j   

  

 לפיכך, חישוב ידני של נקודות אלו ניתן לבצע על ידי:

 א. חיפוש נומרי של התדר שבו מתקבל אחד מהתנאים הנ"ל.

)oב. מדיאגרמת בודה )בקרוב(: הערכת התדר שבו  ) 180L j   .מתוך דיאגרמת הפאזה 

 ג. חישוב מקורב מתנאי הפאזה ע"י קרובי טנגנס הפוך )בתרגול(.

 במקרים מיוחדים. –ד. חישוב אנליטי מדויק 

 

 נדגים את החישוב האנליטי בדוגמא זו. :3המשך דוגמא 

א.              
2

2

10 10( )(1 )
Im{ ( )} Im{ } Im{ } 0

...( 1)

j j
L j

j j

 


 

 
  


 

2 0, 1

( 1)

1

5L j

  

 


 

 

o                            ב. 1 o( ) 90 2 tan ( ) 180
1

L j


       

otan(45 ) 1   
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 קריטריון נייקוויסט עם פרמטר הגבר . 9.5

 

 , אליו נתייחס כפרמטר הניתן לשינוי.Kנתבונו במערכת המשוב עם הגבר 

 שעבורם המערכת יציבה. K אנו מעוניינים למצוא מהם תחומי ההגבר

 

 

( ) ( ) ( )L s KG s H s 

 

 

 

 

)איננו מעוניינים כמובן לצייר דיאגרמת נייקוויסט נפרדת של  )L s  לכל ערך שלK ואכן קיימת דרך .

 פשוטה בהרבה:

)( על ידי העקום -1ות של הנקודה )נשים לב כי מספר ההקפ ) ( ) ( ) |sL s KG s H s   זהה למספר

)1ההקפות של הנקודה  )
K

  על ידי העקום( ) ( ) |sG s H s . 

 לפיכך ניתן להפעיל את קריטריון נייקוויסט כך:

 

)א. נשרטט עקום נייקוויסט עבור  ) ( )G s H s ( 1בלבדK .) 

 ב. נחשב  

c o cwP P N  

 כאשר:

cP :  1מספר הפתרונות של המשוואה האופיינית ( ) ( ) 0KG s H s   דהיינו: קטבי החוג(

 פתוח.( בחצי המישור הימני הKהסגור עם הגבר 

oP :  ללא שינוי: קטבי( ) ( )G s H s .בחצי המישור הימני הפתוח  

cwN :  מספר ההקפות בכיוון השעון שמקיף עקום נייקויסט השלם של( ) ( )G s H s  את  הנקודה

1( )
K

. 

 

 חיוביים ושליליים כאחת. Kקריטריון זה תקף עבור ערכי 

( )y t( )r t




( )G sK

( )H s



 : קריטריון נייקויסט9הרצאה  הרצאות, חורף תשע"ו, נחום שימקין - 1בקרה 

 

12 - 9 

 )קריטריון נייקוויסט עם פרמטר הגבר(: 4דוגמא 

3

1
( ) ( ) ( )

( 1)
L s KG s H s K

s
 


 

)עקום נייקוויסט של  ) ( )G s H s : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 חישוב נקודת החיתוך עם הציר הממשי:

1 0
0 0

o( ) 3tan ( ) 18
1

tan(60 ) 3,
8

0 )
1

(GH jGH j


           

 

0עקב  0P   מתקיים פהc cwP N נמצא את .cwN  1)מספר ההקפות סביב
K

 עבור כל הערכים )

 .Kהאפשריים  של 

1 1
8

. 0 8, 0c cwK
a K P N         

1 1
8

. 0 8, 2c cwK
b K P N         

1. 0 1 1, 1c cwK
c K P N         

1. 1 1 0, 0c cwK
d K P N         

 

 הורביץ.-בדיקה: השוו תוצאות אלו עם המתקבלות בעזרת קריטריון רוט

  

 



 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 חשמל הפקולטה להנדסת –טכניון 

 חורף תשע"ו
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    עודף פאזה ועודף הגברעודף פאזה ועודף הגבר  ––שולי היציבות שולי היציבות   : : 1100הרצאה הרצאה 

 

 אנו ממשיכים את  הדיון במערכת המשוב הבסיסית,

 בקשר בין תגובת התדר של מרכיבי המערכת:ובפרט 

( ), ( )G j H j   לבין תכונות מערכת המשוב 

 )בחוג סגור(.

 

בהרצאה הקודמת ראינו כי קריטריון היציבות של נייקוויסט מאפשר  לקבוע את יציבות החוג הסגור 

)מתוך תגובת התדר של תמסורת החוג:  ) ( ) ( )L j G j H j  . 

 

יציבות. מרחק זה יכול -וסף ליציבות, במערכת מעשית חשוב לדעת מהו ה"מרחק" של המערכת מאיבנ

 להתבטא בשתי דרכים:

 הנטייה לתנודות )של התגובה למדרגה למשל(.  -ריסון המערכת  .א

בכמה יכולים להשתנות פרמטרי המערכת המבוקרת )למשל  –עמידות לשינויי הפרמטרים  .ב

)ההגבר של   )G sיציבות של המערכת הכוללת?-( מבלי לגרום לאי 

 

אשר נותנים  –עודף ההגבר ועודף הפאזה של מערכת משוב   -בהרצאה זו נגדיר שני גדלים חשובים 

 תשובות מסוימות על שאלות אלו.
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  (Gain Margin)עודף הגבר   . 10.1 

 

נתמקד בעקום סביב הציר הממשי השלילי נתבונן בעקום נייקוויסט של  מערכת משוב נתונה, ו

 (:-1והנקודה )

 

 

 

 

 

 

 עקום נייקוויסט חלקי של

( ) ( ) ( )L j G j H j   

0)עבור  .)בלבד 

 

 

)נניח כי המערכת בחוג סגור יציבה.  איזה שינוי בתגובת התדר של החוג  )L j   )יגרום )הגבר או פאזה

 יציבה )"לצאת מיציבות"(?-למערכת  הכוללת להפוך ללא

 

0c:  יציבהנזכור כי לפי קריטריון נייקוויסט מתקיים במערכת משוב  o cwP P N   וכן כי ,

0cP   שינוי כלשהו של מספר ההקפות  –באופן כללי. לפיכךcwN ( יגרום לאי -1יב הנקודה )סב

 יציבות!

 

 . Kנתבונן ראשית בהשפעת ההגבר 

 

 

 

 

 

 

1K -)מעבר ל Kאת  להגדילעד כמה ניתן  יציבה? זהו בדיוק -(  מבלי שהמערכת תהפוך לבלתי

 הנושא של ההגדרה הבאה.

 

.או  Mgשיסומן  עודף ההגבר,: הגדרה .G M הוא הערך המכסימאלי שעבורו מערכת המשוב יציבה ,

1עבור כל ההגברים בתחום  MK g . 

( )y t( )r t




( )G s1K 

( )H s

Re{ ( )}L j

Im{ ( )}L j

  

1 

g 
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פיכך, נחזור לדוגמא המצוירת לעיל. נזכור שהגדלת ההגבר פרושה "ניפוח" דיאגרמת נייקוויסט. ל

( ישתנה לראשונה כאשר  -1מספר ההקפות  )
1

K


 :וזהו בדיוק עודף ההגבר פה ,
1

Mg


. 

 

 ניתן לחשב את עודף ההגבר מתוך תגובת התדר באופן הבא:

1
| ( ) |

| ( ) |
M g dB

g

g L j
L j




   

0gכאשר   ייקוויסט חותך את הציר הממשי, כלומר התדר שבו מתקיים:התדר שבו עקום נ 

                                                                     o( ) 180L j   

 

 הערות לחישוב עודף ההגבר:

אם התנאי האחרון מתקיים במספר תדרים, יש להתייחס לנקודת החיתוך הסמוכה ביותר לנקודה  .1

 ( , משמאלה.-1)

Mg(, אזי -1לנקודה ) השלילי מימין משמאלאם אין אף נקודת חיתוך עם הציר הממשי  .2    

1K)כלומר: המערכת יציבה לכל הגבר  .) 

 

 הערות נוספות:

1Mgמההגדרה, במערכת יציבה מתקיים  .1   או ,| 0M dB dBg . 

 )לפחות(.  6-10dBערכים מקובלים לעודף ההגבר במערכות בקרה:  .2

 תנאי: -על-.   שולי הגבר במערכת יציבה3

 עד כה התמקדנו ביציאה מיציבות עקב העלאת ההגבר. מה לגבי הורדת ההגבר?

ת ההגבר. בפרט, הדבר מתקיים בהכרח מערכות מסוימות אכן עלולות לצאת מיציבות עקב הקטנ

כאשר המערכת אינה יציבה בחוג פתוח )כלומר, ללא משוב(. מערכת כזאת נקראת לעיתים "יציבה 

 על תנאי".

 נתבונן בדיאגרמת נייקוויסט הבאה:

 

 

 

 

 

 

 

1Kבהנחה שהמערכת יציבה עבור   תחום היציבות מסביב לערך זה הינו ,
1 1

K
 
 . 

1במקרה זה עדיין נאמר שעודף ההגבר הינו 


 , כאשר הגבול התחתון יצויין במפורש.

Re{ ( )}L j

Im{ ( )}L j

  

1 

g 
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  (Phase Margin)עודף פאזה   . 10.2

 

)בתדר כלשהו( מבלי שהמערכת  להורידשניתן  פאזהבאופן דומה, ניתן לשאול: מהו הערך המירבי של 

.או  Mשל המערכת, ויסומן עודף הפאזה ת? ערך זה נקרא תצא מיציבו .P M. 

 

נשים לב שהורדת פאזה אחידה )בכל התדרים( פרושה סבוב עקום נייוויסט בכיוון השעון. לפיכך, שינוי 

 (.-1)-דה תגיע ל( על מעגל היחי-1)  -במספר ההקפות יתרחש כאשר הנקודה הסמוכה ל

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :מכאן נקבל את ביטוי הבא עבור עודף  הפאזה

. .180 ( )o
M c oL j   

.כאשר  .c o :התדר שבו מתקיים 

| ( ) | 1L j           או        ,| ( ) | 0dB dBL j . 

 

והוא אחד מהמאפיינים החשובים של   over frequency)-s(crosתדר זה נקרא "תדר החציה" 

)תמסורת החוג  )L j. 

 

0Mברור מההגדרה כי     .עבור מערכת יציבה 

30במערכת בקרה טיפוסית נדרש עודף פאזה של  - 60o o .)לפחות )בתלות באופי המערכת 

 

 

 

 

Re{ ( )}L j

Im{ ( )}L j

M

1

. .c o 

מעגל 
 היחידה
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 עודף פאזה ועודף הגבר בדיאגרמת בודה . 10.3

 

בעוד ההבנה הבסיסית של משמעות עודף הפאזה וההגבר נובעת מדיאגרמת נייקוויסט, ניתן למוצאם 

)ביתר קלות מתוך דיאגרמת בודה של  )L j . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.: נזהה בתרשים ההגבר אתפאזההעודף  .c o,  0התדר שבו ההגבר הואdB ונקבל את עודף הפאזה  ,

 .180o -כמרחק )במעלות( שבין הפאזה בתדר זה ל

 

, ונקבל את עודף ההגבר 180o, התדר שבו הפאזה היא gנזהה בתרשים הפאזה את  :ההגבר עודף

 .0dB  -( בין ההגבר )השלילי( בתדר זה לdB-)ב כ"מרחק"

 

g

. .c o

. .G M

. .P M
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:   נתונה מערכת משוב בעלת  דוגמא
1 1

( ) , ( )
( 1) 1

G s H s
s s s

 
 

 . 

 נדרש לחשב את עודף הפאזה ועודף ההגבר.

 

תמסורת החוג של המערכת                
2

1
( ) ( ) ( )

( 1)
L s G s H s

s s
 


. 

ותגובת התדר המתאימה:                      
2

1
( )

(1 )
L j

j j


 



 

 

 דיאגרמת בודה עבור מערכת זו דומה לזו המוראית בעמוד הקודם.

 

 א. עודף פאזה:

. . :c o /. .2

1
| ( ) | 1 8

1
0.6

( )
rad sc oL j 

 
  


      

. .( ) 90 2t 0.an( 126 ) 4.28c
o

oL j         

. . 180 124.2 55.8oP M       

 ב. עודף הגבר:

:g
1

/( ) 90 2tan( 180) tan (45 ) 1g
o o

rad sL j            

2

1
| ( ) | 0.5 6

(1 )1 1
g dBL j    


      

1
. . 2 ( 6 )

| ( ) |g
dBG M

L j
      

 

:  עבור התמסורת הערה
2

10
( )

( 1)
L s

s s



 , חישוב פורמאלי דומה לנ"ל ייתן 

. . 36 0o oP M         ,
1

. . 1
5

G M   

לפחות כדי לייצב  את  5ערכים אלה מעידים על מערכת לא יציבה. בפרט, יש להקטין את ההגבל פי 

 המערכת.
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 הקשר בין עודף הפאזה וריסון המערכת . 10.4

 

שני. עם זאת, הוא מהווה מדד איכותי  מוגדר במדויק עבור מערכות מסדר מקדם הריסון 

לתנודתיות התגובה הזמנית גם במערכות מורכבות יותר )בפרט כאלו שהן בעלות תגובה דומיננטית של 

 מערכת מסדר שני(.

 

) תמסורת החוגתכונה של  –מטרתנו עתה לתת קשר מקורב בין עודף הפאזה  )L s -  לבין מקדם

) -, הנקבעת על ידי תמסורת החוג הסגור החוג הסגורובת הריסון של תג )T s איכותית, אם נזכור כי   .

 עודף פאזה נמוך פירושו קרבה )של החוג הסגור( לחוסר יציבות, נצפה לקשר הבא: 

  בכיוון(   0עודף פאזה נמוךo  ) )מערכת בעלת ריסון נמוך )תגובה תנודתית 

  בכיוון( 90עודף פאזה גבוהo  ) )מערכת בעלת ריסון גבוה )תגובה מרוסנת 

 

כדי לתת בסיס כמותי לקשר זה, נחשבו עבור מערכת )סטנדרטית( מסדר שני, ונשתמש בקשר שנקבל 

 "  עבור מערכות כלליות יותר, לפחות בשלב התכן.גם כ"כלל אצבע

 

 נתבונן אם כן במערכת הבאה:

 

 

1
( )

( )
G s

s s a



 

 

)              :תמסורת החוג )
( )

K
L s

s s a



 

  תמסורת המערכת בחוג סגור:
2

( )
( )

1 ( )

KG s K
T s

KG s s as K
 

  
 

)תמסורת החוג הסגור  )T s  היא תמסורת של מערכת סטנדרטית מסדר שני, עם פרמטרים 

,
2

n

a
K

K
   

)מתוך עודף הפאזה ניתן לחישוב מפורש  )L s: 

4 2 2
. .

2 2
| ( ) | 1 0 ...c o

K
L j a K

a
   

 
       


 

1 . .
. .. . 180 ( ) 180 90 tan ( ) ...o o o c o

c oP M L j
a


        

0לאחר חישוב וסידור איברים ניתן לקבל את הקשר הבא )בתחום  1 :) 

( )y t( )r t




( )G sK
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1

4 0.52

2
. . tan

[ 1 4 2 ]
P M



 


 
 
   

 

 בלבד. ציור של פונקציה זו נותן: קיבלנו כי עודף  הפאזה ניתן לביטוי כפונקציה של 

 

 
 

0ניתן לראות כי בתחום   . . 60o oP M   :מתקיים בקירוב טוב הקשר הלינארי הפשוט 

1 0

. .

0

P M
 

 

 קשר מקורב זה הינו כלל האצבע שבו נשתמש גם עבור מערכות כלליות יותר.



 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו
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    RRoooott  LLooccuussדיאגרמת דיאגרמת   : : 1111הרצאה הרצאה     

 

מהווה כלי נוסף להסקת תכונות מערכת משוב ישירות מתוך תמסורת  Root Locus (R.L.)דיאגרמת 

)החוג  ) ( )G s H sהמיקום הגיאומטריזו אנו מתארים את  .  בדיאגרמה (Locus)  של קטבי  החוג

 , תוך שימוש בכללים גיאומטריים פשוטים.Kכתלות בפרמטר ההגבר  הסגור

 

, והיא מהווה כלי חשוב בניתוח 1949 -ב Walter R. Evans (1920-1999)הוצעה ע"י  .R.Lדיאגרמת 

 ותכן מערכות משוב.

 

 סית:אנו עוסקים במערכת המשוב הבסי

 

 

 

 

 

 

 

הוא כמובן חלק מהתמסורת הקדמית, אולם פה אנו מציינים אותו בנפרד כפרמטר הניתן  Kההגבר 

)לשינוי. תמסורת החוג היא  ) ( ) ( )L s K G s H s:פונקציית התמסורת של החוג הסגור הינה . 

( )
( )

1 ( ) ( )

K G s
T s

KG s H s



 

 

של המערכת, כלומר שורשי המשוואה האופיינית  עיקר עיסוקנו בהרצאה זו יהיה במיקום הקטבים

1 ( ) ( ) 0K G s H s  אולם לפני כן נבדוק מיהם האפסים של .( )T s. 

 

 

( )y t( )r t




( )G sK

( )H s
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 מיקום האפסים של תמסורת החוג הסגור . 11.1

 

) -מהתבוננות ב )T s  ברור כי  האפסים של( )G s  הינם גם אפסים של( )T s אולם עשויים להיות גם .

 אפסים נוספים.

 

) כדי לראות זאת, נרשום את )G s ו- ( )H s :כמנת פולינומים 

( ) ( )
( ) , ( )

( ) ( )

G H

G H

n s n s
G s H s

d s d s
  

למכנה, וכן כי פונקציות התמסורת שונות מאפס. לאחר הצבה  נניח כי אין גורמים משותפים בין המונה

 והכפלה נקבל:

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( )

G

G G H

G H G H G H

G H

n s
K

d s K n s d s
T s

n s n s d s d s Kn s n s
K

d s d s

 




 

 

)מכן נקבל כי:   ) 0T s   אם ורק אם( ) ( ) 0G Hn s d s     . 

  הערה: כדי לוודא טענה "ברורה" זו יש לוודא כי אם( ) ( ) 0G Hn s d s   .אזי המכנה שונה מאפס

 בדקו זאת!

 

 קיבלנו את המסקנה הבאה:

  אפסי פונקציית התמסורת( )T s  הינם: }אפסי( )G s קטבי{ + }( )H s }    .)במובן איחוד "+"( 

 

)בפרט, נציין כי אפסי  )T s ינם תלויים בהגבר אK. 

 

 

 דוגמא:

1 2 10
( ) , ( )

( 3) 10

s s
G s H s

s s s

 
 

 
 

( )T s  
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 דוגמאות -מיקום קטבי החוג הסגור  . 11.2

 

 נעבור עתה לקטבי החוג הסגור. נתחיל בשתי דוגמאות פשוטות.

 

                                                       :                                       1דוגמא 
1

( ) , ( ) 1
3

s
G s H s

s


 


 

פונקציית התמסורת:                                           
( 1)

( ) ...
1 ( 3) ( 1)

KG K s
T s

KGH s K s


  

   
 

 את הקטבים ניתן לקבל )גם( ישירות מהמשוואה האופיינית:

1
1 ( ) ( ) 1 0 ( 3) ( 1) (1 ) (3 ) 0

3

s
KG s H s K s K s K s K

s


            


 

3

1

c K
p

K


 


 

 : -ל 0 -משתנה מ K, כאשר Kנצייר את מיקום הקוטב שקיבלנו כתלות בהגבר 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                               :2דוגמא 
1

( ) ( )
( 4)

KG s H s K
s s




 

21 ( ) ( ) 1 0 4 0
( 4)

K
KG s H s s s K

s s
       


 

 קטבי החוג הסגור )שהם פתרונות המשוואה האופיינית(:

1,2 ...cp  

O

3 1

X Re{ }s

Im{ }s
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 קוטב אחד, כאשר  הציור כולל שני "ענפים",  כאשר כל ענף כזה מתאר את השתנותו שלK גדל מ- 

 . -ל 0

  0עבורK   1,2הקטבים הם בנקודות 0, 4cp  .אלו נקודות ההתחלה של הענפים . 

  4עבורK  1,2בל קוטב כפול, מתק 2, 2cp    גרפית, הענפים נפגשים בנקודה זו, ונפרדים .

 שוב. 

   4עבורK  .מתקבלים שני קטבים מרוכבים 

 

 

 כלל הפאזה וכלל ההגבר . 11.3

 

שורשים מטרתנו בהמשך לפתח כללים גיאומטריים שיאפשרו לשרטט )בקרוב( את דיאגרמת מיקום ה

גם למערכות מסובכות יותר. הבסיס לכללים אלה הם כלל ההגבר והפאזה שנתאר פה. ראשית נגדיר 

 פורמאלית את דיאגרמת מיקום השורשים.

 

0K( עבור הגבר Root Locus: דיאגרמת מיקום השורשים )הגדרה   מתארת באופן גראפי  את

1האופיינית  השתנות הפתרונות של המשוואה  ( ) ( ) 0KG s H s  כאשר ההגבר ,K 0-משתנה מ 

 .עד 

 

0Kבאופן דומה ניתן להגדיר את דיאגרמת מיקום השורשים עבור   כלומר ,K עד  0-משתנה מ

. 

X

4 2
X Re{ }s

Im{ }s

0K  0K 

K  

K  

4K 
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 מופרד מהתמסורת: Kנרשום את המשוואה האופיינית באופן הבא, כך שההגבר 

1
( ) ( )G s H s

K
                                                  )*( 

  

 חשוב הבא:על ידי התייחסות נפרדת לפאזה של משוואה זו, נקבל את הכלל ה

 

0K" עבור L.R. -"נמצאת על ה 0s:  ממשוואה )*( אנו מסיקים כי נקודה כלל הפאזהא.    :כלומר(

0Kמהווה שורש של המשוואה האופיינית עבור     00כלשהו( אם ורק אם( ) ( )G s H s  הוא מספר

 ממשי שלילי. לפיכך:

  0נקודהs  על הנמצאת- .L.R  0)עבורK  ):אם ורק אם מתקיים כי 

0 0( ) ( ) 180 360 , 0,1,2,o oG s H s     

 באופן דומה: 

  0נקודהs  על הנמצאת- .L.R  0)עבורK  ):אם ורק אם 

0 0( ) ( ) 0 360 , 0,1,2,ooG s H s    

 

, כלומר מהווה שורש של המשוואה האופיינית L.R. -על הנמצאת  0sנקודה :  נניח כי כלל ההגברב. 

 זה? Kמסוים. מהו  Kעבור הגבר 

  

0: מתוך השוויון התשובה מיידית 01 ( ) ( ) 0KG s H s :נקבל , 

0 0

1

( ) ( )
K

G s H s


 

 ממשי,  ניתן לכתוב את ערכו גם  כערך מוחלט:  K-כיוון ש

0Kעבור  L.R. -על הנמצאת  0sבאם       אזי  ,
0 0

1

| ( ) ( ) |
K

G s H s
        

0Kעבור   .יש להוסיף כמובן סימן מינוס 

 

 

 סיכום ביניים:

 כלל הפאזה מאפשר לקבוע באם נקודה נמצאת על ה-R.L. .)עבור הגבר כלשהו( 

 כלל ההגבר מאפשר לחשב את ההגבר המתאים לנקודה שנמצאת על ה-R.L. . 

 0נקודה  מסקנה מכלל ההגבר: לכלs על ה- .L.R . מתאים הגבר אחד ויחיד
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: לכלל הפאזה פירוש גיאומטרי בעל חשיבות. נניח כי תמסורת החוג הפרוש הגיאומטרי של כלל הפאזה

 ( נתונה על ידי:K)ללא ההגבר 

1

1

( ) ( )
( ) ( ) , 0

( ) ( )

m

n

A s z s z
G s H s A

s p s p





  
 

  
 

                   לפיכך:          
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
m n

j i

j i

G s H s s z s p
 

     

0Kאת כלל הפאזה )עבור   0( ניתן עתה לפרש באופן הבא.  נקודהs נמצאת על ה-LR :אם ורק אם 

0 0

1 1

( ) ( ) 180 360
n m

i j

i j

o os p s z
 

      

)0נתונה(   0sאם נגדיר )עבור נקודה  )i is p   ,0( )j js z :נקבל את התנאי , 

1 1

180 360o o
n m

i j

i j

 
 

    

 הפירוש הגיאומטרי של זוויות אלו מוראה בציור.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

: לכלל ההגבר פירוש גיאומטרי דומה )אם כי חשיבותו פחותה(. הגברהפרוש הגיאומטרי של כלל ה

 כלל ההגבר נקבל )ראו הציור לעיל(:מ

1 0 1

0 0 1 0 1

| |1

| ( ) ( ) | | |

n n
i i i
m m
j j j

i

j

s p
K

G s H s A s z A d

 

 

  
 

  
 

X

X

Re{ }s

Im{ }s

X

O

2p

1p

3p

0s

1

2

3
1

1

3

2

1d
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  Root-Locusכללי שרטוט דיאגרמת  . 11.4

 

 ":RLלהביא את פונקציית התמסורת של החוג ל"צורה סטנדרטית לציור ראשית, יש 

1

1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

m

n

s z s z
KG s H s K

s p s p

  






 


 

)נשים לב כי ההגבר הקבוע של  ) ( )G s H s לל בפרמטר ההגברנכK.לשם נוחיות , 

 

1המשוואה האופיינית של המערכת היא  ( ) ( ) 0KG s H s :או בצורת פולינום , 

1 1( ) ( ) 0n m
i i j js p K s z       

 

 הכללים להלן מתייחסים לשתי האפשרויות:

0Kעבור  LR..א. שרטוט    כלומר ההגבר  :K עד  0-משתנה מ. 

0Kעבור  LR..ב. שרטוט    כלומר ההגבר  :K עד  0-משתנה מ. 

 חלק מהכללים משותפים, כאשר קיימים הבדלים הם יצוינו במפורש.

 

 

      הוא LR.. -מספר ענפי ה     1כלל  0 max( , ) max # ,#n m n p z . 

 כולו הוא סימטרי ביחס לציר הממשי.וט טהשר

 

 :LR.. -נקודות קצה של ה  2כלל 

מתחיל  LR..-כל ענף של ה 0K בקוטב שונה של החוג הפתוח   (ip )ומסתיים  ( )K  

ם )קטבים( אפסים( גדול ממספר האפסיאו ה.  כשמספר הקטבים )(jz) באפס שונה של החוג הפתוח 

, והענף שואף לאינסוף לאורך "אסימפטוטות"  -החסרים נמצאים ב קטבים\אזי לצורך זה האפסים 

 )ראו להלן(.

 

 על הציר הממשי: LR..-ה 3כלל 

הקטבים והאפסים מספר אם סכום  LR..-נקודה על הציר הממשי תימצא על ה  : 0Kעבור 

  .מימינה הוא אי זוגיהממשיים )של החוג הפתוח( 

 .זוגיכנ"ל, עם מספר    :0K עבור 

 

 אסימפטוטות:      4כלל 

 .  -ההולכים ל LR..-הן קווים ישרים )קרניים( אליהם שואפים ענפי ה יפטוטותהאס

 יפטוטות:מספר האס                          # #N p z n m  
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 0: יפטוטותזווית האסK:  
2 1

0, 1,..., 1
l

l N
N

 

                            0K:   
2

0, 1,..., 1
l

l N
N

 

 ערכהש ,נפגשות בנקודה אחת על הציר הממשי ימפטוטותס: כל האימפטוטותמפגש האס: 

                                                                0
# #

i jp z

p z







 
 

 

  :של החוג הפתוח )מרוכבאו כניסה לאפס ) מרוכבזווית עזיבה מקוטב   א' 5כלל 

0K :   זווית עזיבה  מקוטב בנקודה
0

s:   0

#
GH s               

0בנקודה   לאפס זווית כניסה    
s:                 0

#
GH s      

כאשר   0

#
GH s    זו הזווית של sGH 0 -המחושבת ב

s תרומת הקוטב )אפס( הנדון. ללא 

0K  :  במקום  0כנ"ל עם. 

 

זוויות עזיבה מקוטב ממשי מרובה )או כניסה לאפס ממשי מרובה( ניתן לקבל מצירוף     ב' 5כלל 

 בדות הבאות:העו

 על הציר הממשי משני צידי הקוטב / אפס.  LR..-קיום / אי קיום ענף של ה .א

 הזוויות בין הענפים היוצאים )נכנסים( הן שוות. .ב

 הינו סימטרי ביחס לציר הממשי. LR..-ה .ג

 

הכניסה היציאה תמיד לאורך הציר : 1בעל ריבוי ממשי  אפס\מקוטב כניסה\זוויות עזיבה    'ג 5כלל 

 על הציר הממשי(. LR..) 3מעלות(, הכיוון מתקבל מכלל  180אן  0הממשי )זווית 
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 : LR..-נקודות פיצול של ה  6כלל 

 .LR..-ענפים )או יותר( של ה שני נקודת פיצול היא נקודה בה נפגשים

 ציר הממשי. יהיו על הפיצול הת ו"כ נקודבד

 : אחת מהמשוואות השקולות הבאות נקודות אלו מתקבלות מתוך

 
1

0
d

ds GH s
 (1) 

 או   0sGH
ds

d
 (2) 

 או
# #

1 1

1 1
p z

i ji js p s z 


 

  (3) 

 

 כללים נוספים )במידת הצורך(:

 

  :jחיתוך ציר    7 "כלל"

לנקודות החציה של הענפים עם הציר המדומה )ולהגבר בו חציה זו קורית( חשיבות מיוחדת בקשר 

 ליציבות המערכת. 

 )במידה  וקיימות( בשתי שיטות: jניתן למצוא את נקודות חיתוך הענפים עם ציר 

js תהצב  א.  את החלק הממשי והמדומה לאפס תיתן את במשוואה האופיינית.  השוו

0
K 0 -ו. 

 :הורוביץ –קריטריון רות בעזרת  ב.

.את מערך  וחשב - .R H  עבור הפולינום האופייני של החוג הסגור.  

 מתאפס.  1sעבורו המקדם בשורה  0Kו מצא -

.הסבר על  ו)ראניתן למצוא מהשורה שמעליה   0את   - .R H  .) 

0 לפתור עבורו בפולינום האופייני של החוג הסגורזה  0Kב יהצניתן גם ל - 0s j. 

 

 

 שימור מרכז הכובד    8כלל 

אם מספר הקטבים של החוג הפתוח גדול לפחות בשניים ממספר האפסים  2##  zp אזי סכום ,

 :( ושווה לסכום קטבי החוג הפתוחKקבוע )לכל  הסגורקטבי החוג 

1 1

n n
c
i i

i i

p p 
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                                                  :3 דוגמא
1

( ) ( ) , 0
( 1)( 3)

s
G s H s K

s s s


 

 
 

                                                  :4דוגמא 
1

( ) ( ) , 0
( 1)( 3)

s
G s H s K

s s s


 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

>> s=tf('s'); G=(s-1)/(s*(s+1)*(s+3)); 

>> rlocus(G) 
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 )פרטים בכיתה(:הוכחת הכללים \הסבר

 

.-זכור כי הנ .R L   הוא שרטוט השורשים של המשוואה האופיינית כאשרK  .חיובי או שלילי

1המשוואה האופיינית היא ( ) ( ) 0KG s H s :ובצורת פולינום , 

1 1( ) ( ) ( ) 0n m
K i i j ja s s p K s z       

 

הגדרתם, מספר הענפים הוא כמספר השורשים של המשוואה )מספר הענפים, סימטריה(: לפי  1כלל 

0האופיינית, שהיא פולינום    מסדר  max( , )n m n . 

 הוא שורש. 0sשורש  )מרוכב( אזי גם הצמוד  0sהסימטריה ביחס לציר הממשי נובעת מכך שאם 

 

0Kת קצה(: עבור )נקודו 2כלל   1 -הפולינום האופייני שואף ל( )n
i is p  ולכן השורשים ,

) -)הסופיים( שואפים ל )ip .שהם קטבי החוג הפתוח 

|כאשר  |K  1, החלק הדומיננטי של הפולינום האופייני הוא( )m
j jK s z  והשורשים ,

) -)הסופיים( שואפים ל )jz. 

 ראו הדיון באסימפטוטות. -לגבי השורשים השואפים ל

 

.) 3כלל  .R L ,כאשר: על הציר הממשי(: נובע מהפעלת כלל הזווית על נקודה הנמצאת על הציר 

 0180קוטב או אפס ממשיים משמאלה תורמים  -

 00קוטב או אפס ממשיים מימינה תורמים  -

 .00אפס או קוטב מרוכבים )במיקום כלשהו( תורמים ביחד צמד של  -

 

m)אסימפטוטות(: נדון במקרה  4כלל  n עבור .| |K   אנו מעוניינים בקטבים בעלי ,

| |s  לקבלת הזוויות, קרוב ראשון של המשוואה האופיינית עבור .| |s   :גדול נותן

0n ms Ks :עם שורשים , 

( ) 360
| | ( ,), 0,1,n m n m

K
s K

m
n mK

n

 
 

  


  

בגודלן -לקבלת נקודת המפגש יש לבצע קירוב עדין יותר של המשוואה האופיינית. הוספת החזקות השניות

 נותנת: 

1

1 1 1

1 (s) ...
, ,

( ) ( ) ( ) ...

n n
n m

i jm m i j

a s Ps
K P p Z z

G s H s b s s Zs



  

 
  

 
  

|עבור  |K  ,| |s      :נקבל על ידי חלוקה
- - -1 2- ( - ) ( )n m n m n mK s P Z s o s     

 



 Root Locus: 11הרצאה  הרצאות, חורף תשע"ו, נחום שימקין - 1בקרה 

 

12 - 11 

1וניתן להראות מכאן, לאחר הוצאת שורש ושימוש בקירוב  1 /x x  כי , 

0 0(1),n m P Z
K s o

n m
  

    


 

 

 קרובה לקוטב.-)זוויות יציאה מקוטב(: מתקבל על ידי הפעלת כלל הזווית על נקודה  5כלל 

 

היא מפגש של שני ענפים )או יותר(, שמשמעותו קוטב כפול  )נקודות פיצול(:  "נקודת פיצול" 6כלל 

הגבר כזה, שעבורו המשוואה האופיינית היא בעלת  0Kמסוים. יהיה  K)לפחות( המתקבל עבור 

 . לפיכך: 0sשורש כפול בנקודה 

2
0 01 ( ) ( ) ( ) ( )K G s H s s s X s   

0sוהצבת  sגזירה לפי s :נותנת 

0 0

2
0 0 01 ( ) ( ) | [2( ) ( ) ( ) '( )] 0s s s s

d
ds

K G s H s s s X s s s X s       

0
( ) ( ) | 0s s

d
ds

G s H s   

 

 

))שימור מרכז כובד(: נזכור כי עבור פולינום כלשהו   8כלל  )q s  מסדרn  ( 1)עם מקדם מוביל

 מתקיים:

1 1

1( ) ( ( )) nnn n
i i ii

q s s s s  

       

1nsלפיכך, המקדם של    .הוא מינוס סכום השורשים 

2nנניח  עתה m :ונחשב את המקדם המתאים של הפולינום האופייני , 

1 1

1

1
(lower-order terms)

( ) ( ) ( )

( )

n m
K i i j j

nn n
ii

a s s p K s z

s p s

 





     

  
 

מכאן נקבל כי  
1

n c
ii

p
 סכום שורשי ,( )Ka sשווה ל ,-

1

n

ii
p

. 
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 לפי פרמטר כללי Root-Locusשרטוט  . 11.5

 

. פרמטר Kלעיתים נדרש לחקור את השתנות קטבי החוג הסגור כתלות בפרמטר שאינו בהכרח ההגבר 

 ה עשוי להיות מיקום אפס או קוטב של המערכת המבוקרת או של הבקר.כז

 

במקרים מסוימים ניתן לעשות זאת על ידי הבאת המשוואה האופיינית של חוג הבקרה לצורה 

.הסטנדרטית של ציור  .R L:נראה זאת  באמצעות דוגמא  . 

 

 

 

 

 

 

)פה  )Z  מיקום האפס של הבקר, ואנו מעוניינים לבדוק את השפעת הואZ .על קטבי החוג הסגור 

 

נרשום את המשוואה האופיינית:                              
2

1 0
( 1)

s Z

s


 


 

)2בעזרת מעט אלגברה נקבל:                                   1) 0s s Z    

2

1
1 0

( 1)
Z

s s
 

 
 

 

.ניתן עתה לצייר  .R L  לפי הפרמטרZ.לפי הכללים הרגילים , 

( )y t( )r t



 1

1s1

s Z

s







 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו
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    שגיאות מצב מתמידשגיאות מצב מתמיד  : : 1212הרצאה הרצאה     
 

 נתבונן במערכת עקיבה כללית:

 

 

 

 

 ס ליציאה )"הרצוי פחות המצוי"(:כזכור, שגיאת העקיבה היא ההפרש בין כניסת הייחו

( ) ( ) ( )e t r t y t  

 

בפרקים קודמים עסקנו בתגובת המעבר של המערכת, בתגובה לשינוי )מדרגה(  בכניסה. בפרק זה 

נתרכז בתגובת המצב המתמיד, ובפרט בשגיאה המתקבלת המצב המתמיד, לאחר דעיכת תגובת 

 המעבר. 

 

 בור כניסה נתונה( על ידי:מוגדרת )ע שגיאת המצב המתמיד

lim ( )ss te e t 

 וזאת כאשר  הגבול קיים.

 

 ניתן לדון במצב המתמיד עבור שני סוגי כניסות:

 כניסת מדרגה, ופולינומים מסדר גבוה יותר.  –א. כניסות פולינומיאליות      

 ב.  כניסות הרמוניות )סינוס בתדר נתון(.     

 ות מהסוג הראשון.בפרק זה נתמקד בכניס

 

( )r t ( )y t
( )T s
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 כניסות בוחן פולינומיאליות . 12.1

 

 מוגדרת כללית על ידי: kכניסת בוחן פולונומיאלית )מנורמלת( מדרגה 

1

1 1
( ) 1( ), ( )

!

k

k
r t t t R s

k s 
  

 עבור  הכניסות הפולינומיאליות הסטנדרטיות המשמשות לבחינת השגיאה במצב המתמיד הן הבאות:

0kכניסת מדרגה ) א.                                     :)        
1

( ) 1( ), ( )r t t R s
s

  

)  ramp  - מהירות \ב. כניסת ריצה 1)k  :               
2

1
( ) 1( ), ( )r t t t R s

s
   

)ג. כניסת תאוצה  2)k                                           :21
2 3

1
( ) 1( ), ( )r t t t R s

s
   

 

 כניסת מדרגה בוחנת את תגובת המערכת )במצב המתמיד( בתנאים של כניסה קבועה. -

כניסת ריצה בוחנת את תגובת המצב המתמיד בתנאים קשים יותר, של כניסה המשתנה בקצב  -

 ודלה( תלויה בשימוש הצפוי במערכת. קבוע. הרלוונטיות של כניסה זו )וג

למשל: אנטנת מכ"ם העוקבת אחר מיקום מטוס נוסעים )ה"כניסה" פה היא המיקום הנמדד של 

 המטוס, היציאה מיקום האנטנה(.

כניסת תאוצה עולה שלב נוסף, ובוחנת את תגובת המצב המתמיד בתנאים של כניסה בעל קצב  -

 ת, העוקבים אחר תנועת מטוס קרב מתמרן.עולה.  למשל: אנטנת מכ"ם, או ראש ביו

 

הציור הבא מראה את התגובה לכניסות אלו עבור המערכת  
2

1
( )

1
T s

s s


 
. 

>> s=tf('s'); T=1/(s^2+s+1); t=0:0.1:12; clf, hold on 
>> clf; subplot(1,3,1); r=ones(size(t));  lsim(T,r,t) 
>> subplot(1,3,2); r=1*t;  lsim(T,r,t) 
>> subplot(1,3,3); r=0.5*t.^2;  lsim(T,r,t) 
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0sseניתן לראות כי למערכת זו    ,1עבור כניסת מדרגהsse   סופי ושונה מאפס( עבור כניסת(

sseריצה, וכן    .עבור כניסת תאוצה 

 

, כחזקה המערכת )או טיפוס( סוג: עבור מערכת יציבה, נגדיר  את (type of a system) כתהמער סוג

 )דרגה( הגדולה ביותר של כניסה פולינומיאלית שעבורה שגיאת המצב המתמיד הינה סופית. 

 

 , כאשר מתקיים )כפי שנראה בהמשך(:0,1,2מערכות עקיבה מעשיות הן מסוגים 

 

 

 

.  את שגיאת המצב המתמיד עבור כניסות פולינומיאליות נוח לחשב באמצעות משפט חישוב השגיאה

 הערך הסופי מהתמרות לפלס. 

 

)נזכור כי אם  )E s שמאלי הפתוח או התמרת לפלס של אות שבה כל הקטבים הם בחצי המישור ה

 בראשית, אזי 

0lim ( ) lim ( )t ssse e t sE s   

    :דוגמאות לשימוש לא נכון במשפט
2

1 1
( ) , ( )

11
E s E s

ss
 


 

 

)לחישוב  )E s   :נגדיר את התמסורת הבאה בין הכניסה לשגיאה 

( )
( )

( )
E

E s
T s

R s
. 

)במערכת שלנו,   ) 1 ( )ET s T s  ,לפיכך    .( ) ( ) ( )EE s T s R s תנאי המשפט מתקיימים כאשר .

( )ET s  ,יציבה )אקוויולנטית( )T s :יציבה(,  והכניסה היא פולונומיאלית. לפיכך 

0lim ( ) ( )s s Ese sR s T s . 

 

:  עבור דוגמא
2

1
( )

1
T s

s s


 
שלעיל, נקבל: . 

2

2
( ) 1 ( )

1
E

s s
T s T s

s s


  

 
 –.  לפיכך 

 סת תאוצהכני כניסת ריצה כניסת מדרגה 

| :0מערכת מסוג   |sso e   | |sse   | |sse   

0sse :1מערכת מסוג    | |sso e   | |sse   

0sse :2מערכת מסוג    0sse  | |sso e   
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sse...       עבור מדרגה:  
1

( ) ,R s
s

 

sse...        עבור ריצה:  
2

1
( ) ,R s

s
 

sse...       עבור תאוצה:  
3

1
( ) ,R s

s
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 מערכת משוב יחידה וקבועי השגיאה . 12.2

 

 נתבונן ראשית במערכת משוב יחידה: 

 

 

 אנו מניחים כרגיל כי המערכת 

 )בחוג סגור( הינה יציבה.

 

פה מתקיים:                                                 
( ) 1

( )
( ) 1 ( )

E

E s
T s

R s G s



 

0                                              ולפיכך:     

1
lim ( )

1 ( )
sss sR

s
e s

G
 


 

 

הצבת  : א.  כניסת מדרגה
1

( )R s
s

 :נותנת 

0

1
lim

1 ( )
ss s

e
G s





 

 או, באופן שקול, 

0

1
, lim ( )

1
ss p s

p

e K G s
K





 

pK קבוע שגיאת המדרגההוא .  

) -כאשר ל )G s  (0)אין קטבים בראשית , אזיpK G הגבר ,( )G s  0בתדר. 

 

:  הצבת ב. כניסת ריצה
2

1
( )R s

s
 נותנת: 

0 0

1 1 1
lim lim

1 ( ) ( )
ss s s

e
s G s s sG s

  
  

 
 

 ,    :במכנה אינו משפיע על הגבול( sהגורם הנוסף או, באופן שקול )כאשר 

0

1
, lim ( )ss v s

v

e K sG s
K


 

vK  קבוע שגיאת הריצההוא. 

 

:  הצבת תאוצה. כניסת ג
3

1
( )R s

s
 באופן דומה:נותנת , 
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2

0

1
, lim ( )ss a s

a

e K s G s
K


 

aK  תאוצהקבוע שגיאת ההוא. 

 

: נראה עתה כי יכולת המערכת לעקוב עם שגיאה סופית )או אפס( אחר כניסות סוג המערכת

)של  מספר הקטבים בראשיתפולינומיאליות נקבעת על ידי  )G s.  נסמן 

1
( ) ( )G s G s

s
 

)ר הקטבים בראשית של הוא מספ 0כאשר  )G s   לפיכך((0)G 0-סופי ושונה מ.) 

1נשים לב כי כל גורם מהצורה 
s
 ניתן לפרש בתחום הזמן כתוספת טורית של אינטגרטור. לפיכך  

)טורים של נקרא גם מספר האינטגר )G s. 

 

בהתאם לסוג המערכת וסוג הכניסה, קבועי השגיאה )ושגיאות המצב המתמיד עצמן( יכולים להיות 

 אפס, סופיים, או אינסופיים.   לפי ההגדרות ניתן לקבל את הטבלה הבאה:

 

sse :עבור כניסת 
aK vK pK  

 מדרגה ריצה תאוצה

  
1

1 pK
 0 סופי 0 0 

 
1

vK
  1 סופי 0 0 

1

aK
   2 סופי 0 0 

 

 למשל: 

0 0
(0)
( (0))

0 : 0
lim ( ) lim ( ) : 1

: 2sign
v s s

G
G

s
K sG s G s

s
  

 
   



 

 

 , וזהה לו.רכת נקבע על ידי אנו רואים מהטבלה כי סדר המע
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:  עבור דוגמא
9

( )
( 3)

G s
s s




 : 

 חשבו את קבועי השגיאה .א

)חשבו את שגיאת המצב המתמיד לכניסה  .ב ) 5 5 , 0r t t t    בשתי דרכים: באמצעות קבועי

 השגיאה, וישירות מהנוסחה הכללית.

 

 

 ינטגרטור:* הסבר השפעת הא

)ראינו כי נוכחות אינטגרטורים )קטבים בראשית( בתמסורת הקדמית  )G s  תורמת מהותית להקטנת

השגיאה במצב המתמיד. כדי להבין השפעה זו נתבונן בשתי מערכות: אחת עם ללא קוטב בראשית, 

 והשניה בתוספת אינטגרטור. 

 

 מתמיד של  א.  המערכת הראשונה מתארת  מצב

0, עם 0מערכת מסדר  (0)K G. 

0eקל לראות שלא ייתכן פה   .)?מדוע( 

 

 ב. נוסיף עתה אינטגרטור טורי. 

 ( מהו השגיאה במצב היציב עתה?1)

 תקטן? \( מה יקרה אם השגיאה תגדל 2)

 

 

 

 

 שגיאת עקיבה בחוג משוב כללי . 12.3

 

 נן עתה במערכת משוב כללית יותר:ונתב

 

 

 

 

 

 

( )F s .הוא מסנן מקדים הנדרש לעיתים לצורך עיצוב התגובה והתאמת סקלות 

 

)שגיאת העקיבה עדיין מוגדרת כרגיל על ידי  ) ( ) ( )e t r t y t  נשים לב ששגיאה זו אינה זהה עתה .

)לאות השגיאה  )e t חישוב פשוט נותן:  .יציאת המסכםהמופיע ב 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) 1 ( ) ( )

Y s G s
T s F s

R s G s H s



 

( ) 1 ( )( ( ) ( ))
( ) 1 ( )

( ) 1 ( ) ( )
E

E s G s H s F s
T s T s

R s G s H s

 
  


 

 

 ניתן עתה לחשב את שגיאות המצב המתמיד תוך שימוש בנוסחה הכללית:

0lim ( ) ( )s s Ese sR s T s  

 

יצור דרך" כלהלן. ניתן לוודא כי ניתן גם להגדיר קבועי שגיאה למערכת זו. לצורך כך נוח לבצע "ק

)תמסורת המערכת   )T s יחידה הבאה:-זהה לזו המתקבלת במערכת משוב 

   

      ( )
1 [ ]

FG
G s

G H F


 
  

 

 

לפיכך גם שגיאות העקיבה זהות בשתי המערכות, וניתן להגדיר את קבועי השגיאה ביחס למערכת 

( )G s ב מתוכם את שגיאות המצב המתמיד באופן הרגיל.שולח 

 

 עם משוב מהירות, שעבורה:  : נתבונן במערכת סרוו טיפוסית של בקרת זווית )או מיקום(דוגמא

( ) , ( ) 1 , ( ) 1
( )

K
G s H s s F s

s s a
   


: 

י( היציאה. המהירות נמדדת את אות משוב מהירות, שהוא יחסי לנגזרת )קצב שינומתאר  sהאיבר 

פעמים רבות ישירות, למשל ע"י מד מהירות על ציר המנוע )טכומטר(.  כפי שנראה בהמשך הקורס, 

 .Kמשוב המהירות תורם לריסון המערכת, ומאפשר בכך הגדלה ההגבר 

 נקבל פה:

( )
( )

1 [ 1] ( ) (1 1) ( )a K

G K K
G s

G H s s a K s s s  
  

      
 

 

( )G s  1כוללת אינטגרטור אחד, לכן המערכת הכוללת היא מסוגובעלת  קבוע שגיאה, 

0lim ( )v s

K

a K
K sG s
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 שגיאות עקב הפרעה חיצונית . 12.4

 

כפי שראינו, אחד מהיתרונות החשובים של מערכת משוב היא דחיית )הנחתת( הפרעות הנובעות 

 יים למערכת ומשפיעים על יציאתה. ממקורות חיצונ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)במערכת המצוירת, התמסורת  )dG s  מתאר את ההשפעה של אות ההפרעה( )d t  על יציאת המערכת

 )ללא השפעת המשוב(. 

)עבור כדי לבודד את השפעת ההפרעה, ניעזר בעקרון הסופרפוזיציה ונחשב השפעה זו  ) 0r t  שגיאת .

 העקיבה עתה הינה:

( ) ( ) ( ) ( )e t r t y t y t   

 התמסורת מההפרעה לשגיאה בחוג הסגור:

1
( ) ( ) ( )

1 ( ) ( )
d e d y dT s T s G s

G s H s
    


 

 ניתן עתה לחשב את שגיאות המצב המתמיד עקב ההפרעה בעזרת הנוסחה הכללית:

0 0

( ) ( )
lim ( ) ( ) lim

1 ( ) ( )
s d ss

d
s e

sD s G s
sD s T s

G s H s
e       


 

 

  כי הגבר החוג ניתן לראות( ) ( ) ( )L s G s H s  נמצא במכנה, והשגיאה תקטן ככל שערכו של

(0)L 0 .גבוה יותר 

  (0)בפרט, כאשרL :0 סופי )אין קטבים בראשית(, נקבלlim ( ) ( )

1 (0) (0)

s d
ss

sD s G s
e

G H

 



. 

 

 יאה מתאימים עבור השפעת ההפרעה, אולם לא נפרט זאת.נציין כי ניתן גם כאן להגדיר קבועי שג
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 מצב בסיסית, עם משוב יחידה:-: נתבונן שוב במערכת סרוודוגמא

 

 

              ( )
(1 / )

A
P s

s s a



 

 

 

)0( בכניסת המנוע, בגודל   biasעקב תקלה במגבר ההספק, נוספה הפרעת מתח קבועה ) )d t V . מה

 תהיה שגיאת המצב המתמיד ביציאה עקב מתח זה? 

 

 ההפרעה המתוארת מתאימה למערכת שבה דנו בתחילת הסעיף, עם:

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) 1dG s P s G s KP s H s   

 ניתן לכן להציב בנוסחאות שם, או לחשב ישירות:

( )
( ) ( )

1 ( )
d e d y

P s
T s T s

KP s
    


 

)0בנוסף  )
V

D s
s

 .:לפיכך 

0
0

0 0

(1 / )

1
(1 / )

lim ( ) ( ) limd ess
s s

A

s s a

KA

s s a

V
sD s T s Ve

K


   






     

 

 ?להשוואה: מה הייתה שגיאת המצב המתמיד המתקבלת ללא משוב במקרה זה 
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    מבוא לתכן מערכות בקרהמבוא לתכן מערכות בקרה  : : 1313הרצאה הרצאה     
 

בהרצאה זו נציג מבט כללי על נושא התכן של מערכות בקרה, ובפרט מערכות משוב. בהרצאות הבאות 

 נתאר מספר שיטות תכן ספציפיות.

 

 ןתהליך התכ . 13.1

 

 תכן של מערכת בקרה מורכבת כולל מספר שלבים )כולם או חלקם(, שניתן לתארם באופן גס כלהלן.

 

 : הגדרה ראשונית של דרישות הביצועים של המערכת, הנגזרות ממטרתה.איפיון הדרישות .1

 

: הגדרת מבנה מערכת הבקרה, בחירת רכיבים, "אופטימיזציה" של מבנה הגדרת המערכת .2

 ועלות.

 

 יתוח מודל מתמטי מקורב של המערכת הפיזית, חישוב ומדידת פרמטרי המערכת.פ מידול: .3

 

: תכנון בקר דינאמי אשר משיג את דרישות הביצועים, תוך שימוש בכלי תכן תכן הבקר .4

 וסימולציה ממוחשבים.

 

: בדיקת ביצועים מתקדמת, תוך שימוש במודל סימולציה מפורט, בניית אב בדיקת התכן .5

 טיפוס, ניסויים.

 

 . מימוש והפעלת המערכת .6

 

באופן טיפוסי אנו חוזרים לשלבים הקודמים ומבצעים שינויים במידת הנדרש ככל שנצבר ידע והבנת 

 הבעיה בשלבים הבאים. 

 

תכן הבקר.  ביצוע תכן זה, כמו גם הבנת האפשרויות ומגבלות  – 4בקורס זה נתמקד בעיקר בשלב 

ליך  התכן. בסיס זה מהווה מכנה משותף למגוון גדול של התכן, מהווה את הבסיס התיאורטי לכלל תה

 מערכות בקרה מתחומים שונים.
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 דרישות ביצועים  . 13.2

 

 מערכת בקרה מוצלחת חייבת לענות על מגוון דרישות ביצועים. בין הדרישות העיקריות ניתן למנות:

 יציבות 

 )תגובה מהירה  )רוח סרט מספיק 

  ריסון 

 בה נמוכה(עקיבה טובה )שגיאת עקי 

 הנחתת הפרעות ורעשים 

 רובוסטיות: רגישות נמוכה לשינויי פרמטרים של המערכת המבוקרת 

  הספק או גודל אות הכניסה( מאמץ בקרהuנמוך ) 

 

חלק מדרישות אל הן מנוגדות )למשל: תגובה מהירה לעומת מאמץ בקרה נמוך(, כך שהתכנון הכולל 

 מחייב מציאת פשרה קבילה בין כלל הדרישות.

 

(, כלומר יש לענות על דרישות הביצועים over-designיתר )-בזמן התכן יש להקפיד על הימנעות מתכן

אך לא מעבר לכך. למשל, יש להימנע מהגדלת רוחב הסרט של המערכת ללא צורך, כיוון שיש לכך מחיר 

 במאמץ הבקרה הנדרש. וזאת גם אם אין מגבלה מפורשת על מאמץ הבקרה.
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 נה מערכת בקרת משובמב . 13.3

 

 מערכת המשוב הבסיסית שבה נתעניין בהקשר לתכן הינה חוג העקיבה המוראה בציור. 

 

 
 כאן:

 ( )P s ( הינה מודל לינארי מקורב של המערכת המבוקרתPlant כולל המפעילים ,)(Actuators) .

 זהו החלק ה"פיסי" של המערכת.

 ( )C s  הינו הבקר הדינאמי אותו נדרש לתכנן. בקר מומש בעבר באלקטרוניקה אנלוגית, וכיום

 בעיקר באופן ספרתי.  בקר מסוג זה נקר בקר קדמי עקב מיקומו.

  התמסורת הקדמית המתקבלת היא כמובן( ) ( ) ( )G s C s P s. 

 

)הבקר הקדמי )C s הדינאמית ועל תגובת המצב המתמיד של המערכת, ומתוכנן  משפיע על התגובה

 בהתאם לדרישות הביצועים. אנו נתייחס לשתי משפחות עיקריות של בקרים המשמשים לתכן:

  PIDא. בקרי    

 פיגור.  \ב. בקר מסוג רשת קידום    

  

 

על משמעותם  לחוג המשוב הבסיסי ניתן להוסיף מספר מרכיבים נוספים, שחלקם מוראה בציור הבא.

 נעמוד בהמשך.
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 גישות לתכן הבקר . 13.4

 

)מטרתו לתכנן את מערכת הבקרה )החל מבחירת הבקר הקדמי  )C s כך שהמערכת תענה על דרישות )

הביצועים.  קיימות מספר שיטות וגישות שונות לביצוע התכן. הגישה הבסיסית שאותה נלמד בקורס 

 ה. זה הינה הבא

 

בגישה זו התכן מבצע על ידי "עיצוב" תמסורת החוג    :(Loop Shaping)א. עיצוב החוג 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )L s G s H s C s P s H s  עיצוב זה מתבצע באופן כפלי על ידי בקר הטורי .( )C s ,

)ובמידת הצורך בתוספת בקר המשוב  )H s. 

 

 הינם: שלבי התכן פה

). תרגום דרישות הביצועים לדרישות על תמסורת החוג 1 )L s. 

). בחירת תמסורת הבקרים 2 ), ( )C s H s .כך שתמסורת החוג תקיים את הדרישות 

 . בדיקת הביצועים בסימולציה.3

 

 :2 תורת הבקרה הקלאסית מציעה שני כלי תכנון עיקריים לביצוע שלב

 בעזרת דיאגרמת בודה.  )כלי עזר נוסף הוא דיאגרמת ניקולס.( –א. תכן בתחום התדר 

 לוקוס.-בעזרת דיאגרמת רות –ב.  תכן בתחום התמסורת 

 

ניתן לראות כלים אלה כמשלימים, כאשר התכן בתחום התדר הוא המקיף ביותר ומאפשר התייחסות 

 למירב התכונות של המערכת.

 

 ע התכן הינה הבאה, אותה נזכיר בקצרה לצורך ההשוואה.גישה חליפית לביצו

 

):  בגישה זו, בוחרים ראשית את תמסורת המערכת הרצויה ב. בחירה ישירה של התמסורת )T s  ,

 ולאחר ניתן לחשב את הבקר הנדרש לקבלת תמסורת זו.  לדוגמא, במערכת משוב היחידה, נזכור כי

( ) ( )
( )

1 ( ) ( )

C s P s
T s

C s P s



 

 ומכאן נחלץ

1 1
( )

( ) 1 ( )
C s

P s T s
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)האתגר העיקרי בגישה זו )שלא ניכנס לפרטיה( הוא בבחירה נכונה של   )T s באופן נאיבי, ניתן לבחור .

בתמסורת סטנדרטית כגון 
2

2 22
( ) n

n ns s
T s



  
 ללא התחשבות בתמסורת המערכת ,( )P s ולחשב ,

 בקר בהתאם. אולם בגישה מעין זו קיימות מספר בעיות מרכזיות:

 

 א. אין התחשבות בגורמים מרכזיים כגון שולי היציבות ורגישות המערכת, ומאמץ הבקרה הנדרש.

 ב. הבקר המתקבל עלול להיות מסדר גבוה, לא נאות )פרופר(, ואף לא יציב )שלא לצורך(.

הבקר קיימת מעין הפיכת תמסורת המערכת, דבר שעלול להוביל לצמצום לא רצוי של ג. בנוסחת 

 קטבים ואפסים.

 

להמחשת הבעיות האחרונות, נניח כי 
2

2
( )

1

s
P s

s s




 
, ובחרנו 

2

4
( )

3 4
T s

s s


 
)לפי    

 דרישת רוחב סרט, ריסון, ושגיאת מצב מתמיד(. נקבל:

2 2

2

1 3 4
( )

2 3

s s s s
C s

s s s

   


 
 

בקר זה איננו נאות, ואיננו יציב. חמור מכך, הוא כולל קוטב "לא יציב" אשר מצטמצם עם אפס של 

 המערכת המבוקרת. כזכור, צמצום כזה אסור כיוון שמערכת המשוב המתקבלת אינה יציבה פנימית.

 

)גישת תכן זו, הכוללת כללים לבחירה מתאימה של  )T sויה גישת התכן של , קרTruxal and 

Guillemin.היא אינה מקובלת כיום . 
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    PPIIDDבקרי בקרי   : : 1414הרצאה הרצאה     

 

הם משפחה נפוצה של בקרים, שיתרונם בפשטותם. בקרים אלה מהווים בחירה ראשונה  PIDבקרי 

 למגוון מערכות בסיסיות כגון מערכות סרוו ומערכות בקרה תעשייתית.

 

 

 קרמבנה ותכונות הב . 14.1

 

 

 

 

 

 

בסיסי הוא בקר טורי המכיל את התמסורת הקדמית, ונתון על ידי סכום של שלושה    PIDבקר 

 איברים:

( ) I
P D

K
C s K K s

s
   

 . PID = Proportional+Integral+Derivativeבהתאם לכך,   

 

תיאור זמני של פעולת הבקר:                                      
( )

( ) ( ) ( )
t

P I D

de t
u t K e t K e s ds K

dt
   

 

פרמטריזציה חליפית של תמסורת הבקר:                                          
1

( ) (1 )P D
I

C s K T s
T s

   

I,פה לקבועים  DT T .יש יחידות של זמן 

 

 .  P  ,PD  ,PIהשמטת רכיב אחד או יותר מהבקר המלא תיתן בקרי 

 

 עות כל אחד משלושת הרכיבים של הבקר.נעמוד להלן על משמ

 

( )y t( )r t




( )P s( )C s

( )e t ( )u t
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   Pא. בקר 

)פה מדובר בבקר הגבר פשוט:  ) PC s K כפי שראינו, הגבר גבוה של חוג הבקרה רצוי לקבלת   .

עקיבה טובה במצב מתמיד, הגדלת רוחב סרט, דחיית  –התכונות החיוביות של מערכת משוב שלילי 

פרמטרים. עם זאת, הגדלת יתר של ההגבר עלולה להקטין את ריסון  הפרעות, רגישות לשינויי

 המערכת, ואף להוביל לאי יציבות.

 

:  נניח     1דוגמא 
3

( )
( 1)( 3)

P s
s s


 

  . 

1,3,9,20PKעם ערכי הגבר  Pהתגובה למדרגה עבור בקר  K   מוראית בציור. קל להבין את

לוקוס של המערכת.  נעיר כי זמן ההתייצבות -שונים בעזרת דיאגרמת רות Kצורת התגובה עבור ערכי 

(st  .)?( בערך שווה בכל התגובות התנודתיות )מדוע 
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 PDב. בקר 

 

)             בקר זה כולל את רכיב ההגבר ורכיב הנגזרת:                                      ) P DC s K K s  

)באופן שקול:                                                               ) (1 ), /P D D D PC s K sT T K K   

 

)ניתן לראות כי בקר זה מוסיף לתמסורת החוג  ) ( ) ( )L s C s P s  1"אפס" בנקודה/ Ds T . 

 

 . הגדלת ריסון המערכתפעת רכיב הנגזרת: הש

 ללא ערעור היציבות. PKדבר זה מאפשר הגדלה נוספת של 

 

 הסבר השפעה זו:

 

). בתחום התדר: הוספת האפס )בתדר מתאים( מוסיפה פאזה לתגובת התדר של 1 )L s ובכך תורמת ,

 המערכת.  )כזכור: הגדלת עודף פאזה =< הגדלת ריסון המערכת(. להגדלת עודף הפאזה של

 

). בתחום הזמן:  אות הבקרה המתקבל ביציאת בקר זה הוא                2 ) ( ) ( )P Du t K e t K e t . 

)עבור כניסת ייחוס קבועה )מדרגה( נקבל     ) ( )e t y t אות איבר זה כמשוב שלילי על . ניתן לר

): כאשר היציאה משתנה מהר,  איבר זה תורם להקטנת yקצב השינוי של היציאה  )u t  ובכך למיתון

 .y-השינוי ב

 

)טהור  P. פרוש נוסף בתחום הזמן: המשוב של בקר 3 ) ( )Pu t K e t מוחלף פה ב-  

( ) ( ( ) ( ))P du t K e t T e t  את האיבר בסוגריים ניתן לראות  כחזאי של ערך השגיאה .( )e t  בעוד

dT  שניות. כלומר:  המושב עובר על ערך השגיאה החזוי לעתיד, ופועל בכך למניעת תגובת יתר גדולה

 עוד לפני זו מתפתחת.
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)אותה מערכת מבוקרת  עבור  : 1המשך דוגמא  )P s  עם בקר( ) 20(1 )DC s sT  הציור מראה  ,

,0[sec]את התגובה למדרגה  המתקבלת עבור  0.1, 0.2DT   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 הערות:

 

ה משפיעה על שגיאת המצב המתמיד )למדרגה, ריצה, וכו'(, . הוספת רכיב הנגזרת )בבקר הקדמי( אינ1

0sכיוון שהשפעתו זניחה ביחס לרכיב ההגבר עבור            :0lim (1 )s P D PK sT K   

 

. בפועל לא ניתן להוסיף רכיב נגזרת אידאלי בזמן רציף, וגם לא רצוי עקב הגברת רעשים בתדר גבוה. 2

 כך מקובל להוסיף קוטב לרכיב זה, אשר מקזז את הגברו בתדרים הגבוהים:לפי

0 0

( ) (1 )
1 1

D D
P P

K s T s
C s K K

T s T s
   

 
 

נבחר כך שהשפעת הקוטב לא תורגש בתחום רוחב הסרט של המערכת )בחוג סגור(.  ערך  0Tהערך של 

0טיפוסי הינו   0.1 DT T. 

 

0ספת הקוטב, ניתן לרשום את הבקר גם באופן הבא:  . לאחר תו3

0

1 ( )
( )

1

D
P

T T s
C s K

sT

 



. 

בקר זה מוסיף הגבר, אפס וקוטב לתמסורת החוג.  בקר זה זהה למעשה לבקר מסוג "רשת קידום 

 פאזה", שבו נעסוק בהמשך.
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P
K

( )y t
( )r t




( )P s

 בקר משוב

1
D

T s

 

 )ללא ההגבר( הוא בתמסורת המשוב: PD. מיקום  חליפי לבקר 4

 

 

 

 

 

 

 

)אפס של הבקר אינו מופיע בתמסורת החוג הסגור באופן זה, ה )T s כך שנצפה לתגובת יתר נמוכה ,

ראו הציור להלן. )נציין שאת השפעת האפס ניתן  לבטל גם ע"י הוספת מסנן מקדים  –יותר 

1
1

( )
DT s

F s


.) 

קרת מיקום )בפרט מערכות סרוו( שבהן במשוב מתקבל גם במערכות ב PDנציין שמבנה שקול לבקר 

 בנוסף למשוב המיקום קיים  גם משוב מהירות, המתקבל ממד מהירות מתאים.

 

sec0.1DTלעיל עם  PD: עבור בקר 1המשך דוגמא   הציור הבא משווה את תגובת המערכת עם ,

 בתמסורת הקדמית ובתמסורת המשוב.  PDבקר 
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 PIג. בקר 

)הוא מהצורה:                                                                   IPבקר  ) I
P

K
C s K

s
  

)                                                                או, באופן שקול: ) P IK s K
C s

s


 

סוג המערכת, ובהתאם מקטינה את שגיאת המצב הוספת האינטגרטור )הקוטב בראשית( מגדילה את 

 .PIהמתמיד. וזהו אכן תפקידו העיקרי של בקר 

 

מנגד, תוספת האינטגרטור עשויה לפגוע בריסון ויציבות המערכת )עקב הורדת הפאזה של תמסורת 

 PKעל כך בהמשך הקורס(.  השארת איבר ההגבר  -החוג, ובהתאם הורדת עודף הפאזה של המערכת

( Dמסייעת להתגבר על כך במידה מסוימת.  במידה ואין זה מספיק יש להוסיף את רכיב הנגזרת )

 מלא.  PIDלקבלת בקר 

 

 כמקרה פרטי של "רשת פיגור פאזה", עליה נלמד בהמשך.  PIנציין כי ניתן לראות בקר 

 

3PK, עבור PI: תגובת המערכת עם בקר 1המשך דוגמא    ,0, 0.5, 3, 6IK . 

0IKלכל ערך   0המתמיד לכניסת מדרגה תהיה -שגיאת המצב  אך עבור ערך נמוך מדי זמן ,

 ההתייצבות עשוי להיות ארוך )מדוע?(.

 , ביחס הפוך.IKתקטן עם הגדלת   ריצהנציין כי שגיאת המצב המתמיד לכניסת 
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 PIDד. בקר 

 

המשמש להגדלת D -להקטנת שגיאות המצב המתמיד, עם רכיב ה I-מלא משלב את מרכיב ה  PIDבקר

  הריסון.

 

 (, או כבקר מפוצל כלהלן:1מלא בתמסורת הקדמית )ראו עמוד   PIDניתן לממשו כבקר 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Integrator Windupהערה: בעיית "טעינת האינטגרטור"  

עשוי לעורר בעיה כאשר המערכת כוללת רכיב רוויה.  PID)או  PIהשימוש בבקר הכולל אינטגרטור )

 :PIנתבונן למשל במערכת בקרת מיקום עם בקר 

 

 

  

 

 

 

 

 (. V15( עד לערכי רוויה )למשל 1אות הבקרה מוזן למגבר הספק,  שהוא בקירוב לינארי )נניח הגבר 

)כאשר מתקיימת שגיאה  )e t  לאורך זמן )למשל עקב שינוי גדול או חד בכניסת הייחוס( האינטגרטור

נטען, וערכו ביציאה עלול לעלות לערך גדול משמעותית מערך הרוויה. עתה, כאשר נרצה להשפיע על 

)היציאה  )y t ית לפרוק את האינטגרטור, דבר שגורם להשהיה בפעולת החוג בכיוון ההפוך, עלינו ראש

 יציבות.-וכתוצאה מכך אף לנדנודים ואי

 

כדי למנוע את הבעיה נדרש, עקרונית, להגביל את טעינת האינטגרטור מעבר לערכי הרוויה. פתרון 

גביל את פשטני הוא הגבלת ערכי מוצא האינטגרטור עצמו לערכי הרוויה.  פתרון מקובל יותר הוא לה

במקרה זה( יוגבל לערכי הרוויה. קיימים מספר  PIטעינת האינגרטור כך שמוצא שמוצא הבקר כולו )

 רב של מימושים ספציפיים לכך שלא נסקור פה.

I
P

K
K

s


( )y t
( )r t




( )P s

1
D

T s
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 PIDכיוונון אמפירי של בקרי  . 14.2

 

ר הם כוללים בסה"כ עד שלושה פרמטרים עיקריים, כאש –בפשטותם הינו   PIDיתרון חשוב של בקרי 

לכל אחד תפקיד ברור. עקב כך בקר זה מתאים במיוחד לכיוונון אמפירי על סמך מדידות פשוטות של 

תגובת המערכת. כיוונון כזה )ידני או אוטומאטי( מקובל מאוד בחוגי בקרה בתעשייה. בפרט, הוא חוסך 

 את הצורך בקבלת מודל מתמטי מדויק של המערכת וביצוע תכן אנליטי.

 

טות והמלצות רבות לכיוונון הפרמטרים, המתבססות על קריטריונים שונים. בין קיימות כיום שי

, (Ziegler-Nichols) השיטות הראשונות, והידועה מביניהן, היא שיטת הכיוונון של זיגלר וניקולס

 .1942שפורסמה בשנת 

 

נקציית ניקולס מתבססת על ההנחה כי המערכת המבוקרת ניתנת לקרוב סביר על ידי פו-שיטת זיגלר

 תמסורת הכוללת השהיה טהורה וקוטב, כלומר

( )
1

Dst
A

P s
s

e








 

פונקציות תמסורת מעין אלה נפוצות במערכות בקרה תעשייתית.  ההמלצות לכיוונון התקבלו על סמך 

 סימולציות במחשב אנלוגי, כאשר הקריטריון העיקרי היה דחיית הפרעות מיטבית. 

 

 ניקולס מסתמכת על שתי אפשרויות למדידת תגובת המערכת:-שיטת הכיוונון של זיגלר

 

)א.  מדידה בחוג פתוח: המדידה מתבצעת פה על ידי הכנסת כניסת מדרגה למערכת המבוקרת  )P s ,

 ומדידת פרמטרים של התגובה. הפרמטרים הנמדדים מוראים בציור. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סוגי בקרים הינן:המלצות הכיוונון עבור שלושה 

P controller:   1/PK RL  

PI controller:   0.9 / , 3.3P IK RL T L   

PID controller:  1.2 / , 2 , 0.5P I DK RL T L T L    

t

( )y t

dL t T

A

/R A T
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בלבד. ערך ההגבר  Pיציבות(: פה המדידה מתבצעת בחוג סגור, עם בקר -ב. מדידה בחוג סגור )סף אי

PK  מוגדל בהדרגה עד שהמערכת מגיעה לסף  יציבות ומתנדנדת בתנודה מתמדת. במצב זה נמדד ערך

. ערכי הפרמטרים המומלצים עבור uP, וזמן המחזור של התנודה, שיסומן uk, שיסומן PKההגבר  

 קר הינם:הב

P controller:   0.5P uK k  

PI controller:   0.45 , 0.83P u I uK k T P   

PID controller:  1.6 , 0.5 , 0.125P u I u D uK k T P T P    

 

נציין כי הערכים שלעיל עלולים לגרום לתגובה תנודתית יתר על המידה, ומובאים כאן בעיקר עקב 

 חשיבותם ההיסטורית. 



 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו

 

1 - 15 

  LLooccuuss))--((RRoooottתכן בעזרת דיאגרמת השורשים תכן בעזרת דיאגרמת השורשים   : : 1515  הרצאההרצאה

 

נעבור עתה לתיאור הגישות הקלאסיות העיקריות לתכנון בקרים למערכת משוב. בפרק זה נתאר את 

השימוש בדיאגרמת השורשים, ובפרק הבא את התכן בתחום התדר. שתי שיטות אלה עושות שימוש 

 .(lead/lag compensators)פיגור -בבקרים בעלי צורה סטנדרטית, הנקראים בקרי קידום

 

 פיגור\בקרי קידום . 15.1

 

 

 

 

 

 אנו דנים במערכת עם בקר טורי, כמוראה בציור. הבקר יכלול חוליה אחת או יותר מהצורה הבאה:

1( )
s Z

C s K
s P





 

 כלומר הגבר, אפס וקוטב.   נסמן:

Z

P
  

  נבחין בין שני מקרים:

 (:lead compensatorגם: רשת קידום, בקר קידום פאזה, ) ידוםבקר ק .א

                                                0P Z  0, כלומר 1  . 

זז . נשים  לב שהמרכיב הדומיננטי פה הוא האפס, כאשר הקוטב נועד לקPDמקביל לבקר  בקר זה

 את ההגבר הנוסף של האפס בתדרים הגבוהים. 

ככלל, בקר קידום מגדיל את ריסון המערכת, ובכך מאפשר הגדלת ההגבר לקבלת תגובה מהירה 

 יותר )הגדלת רוחב סרט(.

 (: lag compensatorגם: רשת קידום, בקר קידום פאזה, ) פיגור בקר .ב

                                                      0Z P  1, כלומר  . 

 רשת זו מוסיפה הגבר בתדרים נמוכים, ומשפרת את שגיאות המצב במתמיד.

0Pנעיר כי במקרה הקיצוני של    קוטב בראשית(  מתקבל למעשה בקר(PI. 

 

0Pפרט למקרה הקיצון של   0.1, רצוי לשמור על היחס בין האפס לקוטב בתחום 10 . 

 פיגור.\הבקר הכולל יכול לכלול חיבור טורי של מספר חוליות קידום

 

( )y t( )r t




( )P s( )C s

( )e t ( )u t

OX

O X
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( )y t( )r t




( )P s( )C s

( )e t ( )u t

 גישת התכן ודרישות ביצועים . 15.2

 

מתוך ( מאפשרת שרטוט של מיקום קטבי החוג הסגור Root Locusכזכור, דיאגרמת השורשים )

תמסורת החוג. תכן בשיטת דיאגרמת השורשים מבוסס על שינוי תמסורת החוג )באמצעות בקרי 

פיגור( כך שיתקבלו קטבים רצויים בחוג הסגור, אשר עונים על דרישות התכן. בפרט, אנו \קידום

בוחרים מיקום רצוי לקטבים הדומיננטיים של החוג הסגור, ומוודאים ששאר הקטבים והאפסים אינם 

 "מפריעים" יתר על המידה.

 

השורשים מתאימה לפיכך לעמידה בדרישות ביצועים אשר קשורות באופן ישיר -שיטת דיאגרמת

למיקום מערך הקטבים והאפסים של החוג הסגור, ופרט למיקום הקטבים הדומיננטיים. אנו נתייחס 

 לדרישות הביצועים הבאות )בהנחת יציבות כמובן(:

(, S.O.(, גודל תגובת היתר )rtריסון ומהירות. בפרט: זמן עליה ) –ת מאפייני התגובה הדינאמי .1

 (.stזמן התייצבות )

 שגיאות המצב המתמיד. .2

 

 שלבי התכן הם כלהלן:

בחירת מיקום רצוי לקטבים הדומיננטיים של החוג הסגור כך שיתקיימו דרישות התגובה  .1

 ית. הקטבים הנבחרים הם לרוב צמד קטבים מרוכבים.הדינאמ

 בדיקה האם בקר הגבר פשוט מקיים את דרישות התכן. .2

לעמידה בדרישות  קידוםהוספת בקר  -באם התגובה איטית מדי )עבור מידת הריסון רצויה(   .3

 הדינאמיות.

 לשיפור שגיאות המצב המתמיד )באם נדרש( .  פיגורהוספת בקר  .4

 

ווה אותנו בהמשך הפרק( נדגים את בחירת מיקום הקטבים הדומיננטיים. מומלץ בדוגמא הבאה )שתל

 לחזור פה  על תכונות  מערכות מסדר שני. 

 

 : קביעת מיקום קטבים דומיננטיים.דוגמא

 נתבונן במערכת פשוטה של משוב יחידה, עם 

                      
1

( )
( 1)

P s
s s




 

 ה הדינאמית )תגובה לכניסת מדרגה(:דרישות ביצועים לתגוב

( זמן התייצבות  1)    2%st   שניות. 2 -קטן מ 

.:   %5 -( תגובת יתר קטנה  מ2)    . 5%O S . 

 יש למצוא מיקום מתאים לקטבים הדומיננטיים של החוג הסגור אשר מתאים לדרישות אלו.
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Im{ }s
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2

X
2 1

X Re{ }s

Im{ }s
1
cp

2
cp

 וג הסגור מתנהג בקירוב כמערכת מסדר שני:: נניח כי החפתרון

2
1,22 2

( ) ; 1
2

c
n n

n n

A
T s p j

s s
  

 
   

 
 

 (, ומהגרפים )או נוחת תגובת היתר( של מערכת מסדר שני, נובע כי נדרש בקרוב: 2מדרישה )  

 0.7  1, כלומר ocos ( ) 45  . 

כמו כן, ידוע כי   
4

2%s
n

t


( נדרש לפיכך:        1.  לקיום דרישה )1
[ ]

4
2 sn

st
  . 

 מצירוף שתי הדרישות מתקבל "האזור המותר" 

1,2)מקווקו( למיקום הקטבים 
cp. 

 

 

 

 

 

 

1,2ניתן לבחור למשל   2 2cp j  . 

על המידה, כיוון שהדבר יתבטא במערכת מהירה יותר  נעיר כי אין להגדיל את גודל החלק הממשי יתר

 אשר דורשת מאמץ בקרה גדול יותר.

"כלל אצבע" שהזכרנו הוא כי יש לבחור קטבים מרוכבים, עם חלק מדומה לא זניח )בגבולות 

 הדרישות(. 

1,2נבחר להמשך   –ניתן לקחת מרווח ביטחון מסוים לגבי הריסון ותגובת היתר  2 1.8cp j  . 

 

 : בקר הגברדוגמאהמשך ה

)נבדוק עתה אם ניתן להשיג את הקטבים שבחרנו לחוג הסגור באמצעות בקר הגבר בלבד  )C s K .

0Kשורשים לפי ההגבר -לשם כך נשרטט דיאגרמת  0. )עבורK  ).המערכת אינה יציבה 

 

 השורשים עוברים-ניתן לראות כי ענפי דיאגרמת

 מימין לקטבים הרצויים. המשמעות: זמן

 (. Kהתייצבות ארוך יותר מהנדרש )לכל 

 בפרט, עבור הקטבים המרוכבים

 המתקבלים: 

                   sec
4 4

8
0.5

s
n

t


  

 נדרש לפיכך להוסיף בקר קידום.



 RLתכן : 15הרצאה  הרצאות, חורף תשע"ו, נחום שימקין - 1בקרה 

 

 4 - 15 

 (lead compensatorתכן בקר קידום ) . 15.3

 

)בקר קידום הוא מסנן בעל פונקציית התמסורת   כאמור  )lead

s Z
C s K

s P





1, כאשר  

Z

P
 . 

 כלומר: הוספת אפס וקוטב לתמסורת החוג, כאשר האפס קרוב יותר לראשית.

 

 : השפעה עקרונית

 : הוספת ריסון למערכת.PDפס, והא דומה בפעולתו לבקר הגורם הדומיננטי הוא הא

 .הסטת ענפי הדיאגרמה שמאלהההשפעה הטיפוסית על דיאגרמת השורשים הינה 

ניתן להבין זאת באופן מלא באמצעות כלל הזווית. אולם הדרך הפשוטה ביותר היא לבחון את השפעת 

 הבקר על נקודת המפגש של האסימפטוטות. 

0רית )ללא בקר הקידום(:                                             עבור המערכת המקו
ji i jp z

n m







 
 

0(:            Zואפס  Pלאחר הוספת בקר הקידום  )קוטב 

( )
ji i jp z P Z

n m


  




 
 

0אלה בשיעור כלומר, מפגש האסימפטוטות מוסט שמ
P Z

n m





. 

 

 : הקידום בקרהשפעת  - המשך הדוגמא

נוסיף למערכת המבוקרת 
1

( )
( 1)

P s
s s




בקר קידום  
2

( )
10

lead

s
C s K

s





  (0.2          .)

תמסורת החוג עתה: 
2

( )
( 1)( 10)

s
L s K

s s s




 
. 
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O

P Z

X Re{ }s

Im{ }s1
cp

Z

P

 ניתן לראות כי הענפים המרוכבים אכן הוסטו שמאלה )בהתאם לתזוזה לאסימפטוטות(. עם זאת:

1,2. הענפים עוברים בקרבת הקטבים הרצויים 1 2 1.8cp j   אך לא ממש דרכם.  נראה מייד ,

 כיצד לוודא כי העפים יעברו דרך הקטבים הרצויים.

צג קוטב נוסף של החוג הסגור. יהיה עלינו לוודא שקוטב זה אינו שלישי, המיי –. נוצר ענף נוסף 2

 הדומיננטי.

 

 נפרט עתה את שלבי תהליך התכן.

 

 :קידוםבקר תכן 

1,2נקבעו מיקום נדרש עבור הקטבים הדומיננטיים  .1
cp  של החוג הסגור, לקיום הדרישות לגבי

 התגובה הדינאמית של המערכת.

)רמת שורשים עם בקר הגבר בלבד:  שרטטו דיאג .2 ) ( ), 0L s KP s K . 

נוסיף בקר קידום  –באם ענפי דיאגרמת השורשים עוברים מימין לקטבים הרצויים 

( )
s Z

C s K
s P





 . 

Z,בחרו את ערכי  .3 P  0בנקודת של הקוטב הנדרש: כלל הזוויתכך שיתקיים 1
cs p. 

 נרשום את כלל הזווית ביחס לנקודה זו: 

                                                     o180
j P Zi i j        

)שני האיברים הראשונים הם הזוויות מהקטבים והאפסים של המערכת הקיימת  )P s  אל

1הנקודה 
cp :השניים הנוספים הם תרומת בקר הקידום . 

 

 

 

 

 ממשוואת הזוויות נקבל:

o180
jZ P i i j        

 זו "תוספת הזווית" הנדרשת מבקר הקידום לקיום כלל הזווית בנקודה הרצויה.

 .Pשב את , ואז נוכל לחZזו משוואה אחת עם שני נעלמים. נבחר ראשית את 

  מקובל לבחור אתZ  מימין לקוטב הדומיננטי, ואתP .משמאלו 

  משיקולים שונים נדרש לשמור על היחס/ 0.1Z P  במידת הצורך ניתן להוסיף שתי  .

 חוליות של רשת קידום.

1כל ידי הפעלת כלל ההגבר בנקודה  Kבו את ההגבר הנדרש חש .4
cp  :

1

1/ ( )
cs p

s Z

s P
K P s
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1,2בידקו את קיום דרישות התכן )באנליזה וסימולציה(. בפרט יש לוודא כי הקטבים  .5
cp  הם אכן

 . 3יש לבצע תיקון מתאים, או לחזור לשלב  –הדרישות לא מתקיימות  הדומיננטיים. באם

 

 

בחירת את ערכי  – 3.  נמשיך בשלב 1,2: ביצענו כבר את שלבים הקידוםתכן בקר  – המשך הדוגמא

,Z P 1.  כלל הזוית לנקודה 2 1.8cp j  : 

o

1 o 1 o1.8 1.8
2 2 1

o

1 2

1 2

180

180 tan ( ) 138 , 180 tan ( ) 119

77

Z P

Z P

   

 

 

 



   

     

 

 

o77Z. ברור כי נדרש Zר את נבח   . 

o90ננסה  2Z Z    לחישוב  .P: 

1 o o1.8
2

o

tan ( ) 77 13

2 tan(13 ) /1.8 10

P ZP

P

 


   

  
 

קיבלנו:                                                 
2

( )
10

s
C s K

s





 

 נחשב מכלל ההגבר: K:  את 4שלב 

1 2 1.8

10

2
1/ ( ) ( 1) 25.2

cs p s j

s Z s

s P s
K P s s s

  

 

 
    

 

 : בדיקת התכן. 5שלב 

 דיאגרמת מיקום הקטבים המתקבלת:
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נחשב את ערכי כל הקטבים והאפסים של תמסורת החוג הסגור.  ניתן לראות מהדיאגרמה כי 

1,2סגור, מתוכם שניים בנקודות מתקבלים שלושה קטבים בחוג  2 1.8cp j    לפי התכנון. את

 הקוטב השלישי ניתן למצוא פה ע"י פתרון המשוואה האופיינית, או בשימוש בכלל מרכז הכובד:

1 2 3 1 2 3 30 1 10 11 7c c c cp p p p p p p             

 קוטב זה אכן אינו דומיננטי )רחוק במידה סבירה שמאלה ביחס לשני הראשונים(. 

)ף  לקטבים, לתמסורת החוג הסגור בנוס )T s  ,יהיה גם אפס שזהה לאפס של התמסורת הקדמית

(. זה האפס שהוספנו בבקר הקידום. אפס זה עשוי להשפיע על התגובה, בכיוון של הגדלת -2בנקודה )

 תגובת היתר בתגובה למדרגה.

 בחישוב ישיר,   –נוודא ממצאים אלה 

( ) ( ) 25.2( 2)
( ) ...

1 ( ) ( ) ( 1)( 10) 25.2( 2)

C s P s s
T s

C s P s s s s s


  

    
 

 

 נבדוק לבסוף את התגובה למדרגה:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

, כלומר גדולה 14% -שניות בנדרש.  תגובת היתר היא כ 2ניתן לראות כי זמן ההתייצבות הוא בערך 

 .  ניתן לייחס סטייה זו להשפעת האפס בתמסורת.5%מדרישת התכן שהינה 

 

 ן את תגובת היתר? נבחן מספר אפשרויות:. אפשרויות לשיפור התכן: כיצד ניתן להקטי6

הקטנת ההגבר. הקטנה כזו תגדיל את זמן ההתייצבות, וההשפעה על תגובת היתר חלשה. לכן  .א

 נפסול אפשרות זו.

הוספת מסנן מקדים: הוספת מסנן מקדים   .ב
2

( )
2

F s
s




לפני חוג המשוב תבטל את השפעת  

 תר.האפס, ותקטין בהתאם את תגובת הי
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(:   PDהעברת החלק הדינאמי של הבקר למשוב )ראו בקר  .ג
5( 2)

( )
10

s
H s

s





 ,

25.2

5
( )C s  . 

)אפס של  )T s ( והשפעתו תהיה קטנה.-10יעבור עתה לנקודה ,) 

 תכן מחודש.ביצוע  – 1שלב אף ל, או 3 חזרה לשלב  .ד

חפש מיקום מוצלח יותר לאפס ולקוטב של הבקר. קודם החלטנו למקם את , ונ3אנו נחזור לשלב 

 (. לאיפה כדאי להזיזו?-2האפס של הבקר בנקודה )

1,2בהתאם לכלל האצבע שציינו בהתחלה, ננסה להזיז את האפס מעט ימינה )יחסית לקטבים 
cp .)

)( של המערכת -1)-על הקוטב ב Zבמערכת הנוכחית, פתרון פשוט הוא למקם את האפס  )P s ,

1Zכלומר  :בכך מתקבל )בקרוב, עד כמה שהמודל מדויק( צמצום בתמסורת הקדמית . 

1 1 1
( ) ( )

( 1) ( )

s
C s P s K K

s P s s s s P


 

  
 

 לציר המדומה.  צמצום כזה מותר כל עוד הקוטב יציב ואינו קרוב "מדי"

קיבלנו מערכת פשוטה מסדר שני, קל לראות )בעזרת דיאגרמת הקטבים, או מהמשוואה 

1,2האופיינית( שלקבלת הקטבים הנדרשים  2 1.8cp j    4יש לבחורP   ,7.24K  . 

 

ות השיפור האחרונות מוראית בציור. כולן עומדות התגובה למדרגה המתקבלת עבור שלוש אפשרוי

 בדרישות התכן.
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 (lag compensatorתכן בקר פיגור ) . 15.4

 

)הינו בעל הצורה:                                         בקר פיגור  )lag

s Z
C s

s P





 , 

1כאשר  
Z

P
 ר )או בקר קידום( על מנת לשפר )להגדיל( את קבועי . הוא מתווסף לבקר הגב

 .lagKשגיאת המצב המתמיד, ואת הגבר המערכת בתדרים הנמוכים. באופן טיפוסי 

 

)    -הגדלת קבועי שגיאת המתמיד מתקבלת עקב כך ש 0) 1Z
l a g P

C    הקבוע הסופי של  .

, , בהתאם לסוג המערכת( יגדל ביחס זה, כלומר פי aKאו  pK,vKשגיאת המצב המתמיד )

 .ובהתאם שגיאת המצב המתמיד הסופית תקטן פי 

 

0Pשל בקר זה, עם מתקבל כמקרה פרטי  PIנציין כי בקר   קוטב בראשית(, ובהתאם(  פרט .

10למקרה זה, מומלץ לשמור על    . 

 

 תהליך התכן של רשת פיגור:

אמית. נניח . בצעו תכן של בקר הגבר אן בקר קידום )אם צריך( כדי לקיים את דרישות התגובה הדינ1

1,2קטבים דומיננטיים 
cp . 

. בידקו אם שגיאות המצב המתמיד )או קבועי השגיאה( עומדות בדרישות התכן. באם לא,  יש להוסיף 2

 בקר פיגור.

 . 0. נניח שדרושה הגדלת קבוע השגיאה המתאים )הקטנת השגיאה( פי 3

0פיגור עם נוסיף בקר  . 

Z,. בחירת 4 P נמקם את :Z  כדקדה( ביחס לקטבים הדומיננטיים  10קרוב לראשית )בערך פי ,

1,2
cp  ,של החוג הסגור.  מכאן/P Z . 

 

ועד להבטיח כי הוספת בקר הפיגור תשנה אך מעט את מיקום הקטבים הדומיננטיים )ואת נ 4כלל 

התגובה הדינאמית(. זאת כי כלל הפאזה לא מופר באופן משמעותי ע"י הוספת האפס והקוטב, כיוון 

שהזויות משניהם אתל הקוטב הדומיננטי כמעט זהה, ומכיוון שהזוויות מופיעות בסימן הפוך בכלל 

 ן מבטלות זו את זו בקירוב.הזווית ה
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 .המשך  הדוגמא: הוספת רשת פיגור

 נניח כי נוספה דרישת תכן הבאה: 

 .0.5 -תהיה קטנה מ  10( שגיאת המצב המתמיד לכניסת ריצה בשיפוע 3)

 

מקובלת(, כלומר  %13נמשיך עם התכן הראשון של רשת הקידום )בהנחה שתגובת יתר של 

2
( ) 25.2

10
lead

s
C s

s





1,2, וקטבים דומיננטיים   2 1.8cp j  . 

(.  נוח לעבוד עם קבועי השגיאה. לפי הדרישה, נדרש קבוע שגיאת ריצה         3נבדוק את קיום דרישה )

10
20

0.5
vK                   . 

במערכת שלנו )ללא בקר פיגןר(, 
1

( )
( 1)

P s
s s




 ,( ) ( ) ( )l e a dG s C s P s 1, והמערכת מסוג .

 לפיכך

1
0

2 1
lim ( ) 25.2 5.04 sec

10 1
v sK sG s 

    

5לפחות. נבחר  4נדרשת הגדלת קבוע השגיאה פי   כמו כן, בהתייחס לקטבים  .

1,2הדומיננטיים 2 1.8cp j                                     הנוכחיים, נבחר 

0.25 / 0.05Z P Z     

 

 הבקר הכולל שקיבלנו היו: 

2 0.25
( ) ( ) ( ) 25.2

10 0.05
lead lag

s s
C s C s C s

s s

 
 

 
 

)תמסורת החוג הסגור הינה כמובן  ) / (1 )T s CP CP  
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 בדיקת התכן: –המשך הדוגמה 

 

 המתקבלת עתה )מימין הגדלה של אזור ההוספה(:  דיאגרמת השורשים

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

הענפים באזור הקטבים הדומיננטיים לא השתנתה. עם זאת, נוסף קוטב נוסף  ניתן לראות כי צורת

)רביעי( לחוג הסגור, קרוב לראשית. אנו מצפים שקוטב זה לא יהיה דומיננטי עקב הקירבה לאפס של 

 בקר הפיגור.

 

) קטבים ואפסים של תמסורת החוג הסגור )T s )בנקודות:   הקטבים מתקבלים )ממטלב 

                            1,2 3 41.82 1.86, 7.16, 0.259c c cp j p p       

1אפסי החוג הסגור זהים לאלה של התמסורת הקדמית:      22, 0.25c cz z    

ניתן רואים תזוזה קטנה של הקטבים הקודמים עקב הוספת בקר הפיגור. הקוטב והאפס החדשים 

(4
cp ,2

cz.קרובים ומצטמצמים בקירוב סביר  ) 

 

:  התגובה לפני ואחרי הוספת בקר הפיגור מוראית בציור. ניתן להבחין בהגדלת תגובת תגובה למדרגה

 יש לשוב לשלבי תכן קודמים.   –היתר. במידה ונדרש להקטינה 
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 סיכום הפרק:

 קידום.\רים מסוג פיגור בפרק זה סקרנו גישה )אחת( לתכנון בק 

  הוספת ריסון, אשר מאפשרת הגדלת  –בקר קידום משמש לצורך שיפור התגובה הדינאמית

 ההגבר ובכך שיפור מהירות התגובה.

  בקר פיגור מוסיף הגבר בתדרים הנמוכים בלבד, ומשמש לצורך הגדלת קבועי השגיאה תוך

 השפעה מעטה על התגובה הדינאמית. 

 פיגור". בגישה שהצגנו בקר -שלב תכן של שני בקרים אלה לבקר "קידוםראינו כיצד ניתן ל

 הקידום מתוכנן ראשון, ובקר הפיגור נוסף לאחריו. 

 

 בפרק הבא נתאר את הגישה לתכן בקרים אלה מנקודת הראות של תגובת התדר. 

 



 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו

 

1 - 16 

 

  תכן בתחום התדר תכן בתחום התדר   : : 1616הרצאה הרצאה 

 

ות ודרישות ביצועים מהמערכת.  קיימות תכן בתחום התדר מאפשר התייחסות למגוון רחב של תכונ

 Loop –מספר שיטות תכן בתחום התדר, פה נתמקד בשיטה הקלאסית של עיצוב תמסורת החוג 

Shaping.וזאת בעזרת דיאגרמת בודה , 

 

 

 מאפייני ביצועים בתחום התדר. . 16.1

 

 חוג הבקרה הבסיסי:נתבונן ב

 

 

 

 

 

 

 

 

 נזכיר את הסימונים הבאים:

)מית:                                                                           תמסורת קד  ) ( ) ( )G s C s P s 

)תמסורת החוג:                                                                               ) ( ) ( )L s G s H s 

                                                              פונקציית הרגישות:              
1

( )
1 ( )

S s
L s




 

תמסורת המערכת:                                                                   
( )

( ) ( )
1 ( )

G s
T s F s

L s



 

 

 מטרתנו:

)ל תגובות התדר, בפרט א. לבטא את תכונות שונות של מערכת עקיבה במונחים ש ), ( )T j S j . 

)ב. לתרגם תכונות אלה לדרישות על תמסורת החוג  )L j  או התמסורת הקדמית(( )G s אותן ,)

 פיגור.\נרצה לעצב באמצעות בקרי קידום

( )y t
( )r t




( )P s( )C s

( )e t ( )u t

( )n t



( )d t

( )H s

( )F s
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B

3 dB

| ( ) |dBT j

 (:  Bandwidth( רוחב סרט )1)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סרט של המערכת )בחוג סגור( רוחב הB  .הוא מדד עיקרי למהירות התגובה של המערכת 

  המערכת תעקוב באופן נאמן אחר כניסות( )r t  בתחום תדרים עדB אך לא בתדרים גבוהים ,

 יותר.

 יותר.   כלל האצבע  מהירהאנו מצפים שהתגובה למדרגה תהיה  ככל שרוחב הסרט גדול יותר, כך

 הבא נותן קשר מקורב בין זמן העלייה של התגובה למדרגה, לרוחב הסרט של המערכת:

2
r

B

t


 

 

)רוחב הסרט הוא תכונה של תמסורת המערכת )בחוג סגור(  )T s)את רוחב  .  נאפיין עתה )בקירוב

)הסרט במונחים של התמסורת הקדמית  )G s :נשים לב כי  . 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 ( ) ( ) 1 ( )

1 : | ( ) | 1( )

( ) : | ( ) | 1( )

G j F j L j
T j F j

L j H j L j

L jF j

L j L jH j

  
 

  



 

 
 


  



 

  

 מכאן ניתן להסיק:

  בתדרים שבהם| ( ) | 1L j נקבל ,
( )

( )
( )

F j
T j

H j





 . 

)לקבלת   ) 1T j ,כי  , נדרוש, בנוסף( ) / ( ) 1F j H j   :בתדרים אלה )באופן טיפוסי

( ) 1F j ,( ) 1H j.) 
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  התנאי| ( ) | 1L j  חיוני על מנת לקבל תלות חלשה בתמסורת המערכת המבוקרת( )P s .

מתקיים הוא התחום שבו יתרונות המשוב באים לידי ביטוי מלא.  תחום התדרים שבו תנאי זה

 עקב  כך,  נדרש

 | ( ) | 1, BL j   

  כאשר| ( ) | 1L j נקבל  ,| ( ) | 1T j. 

  משתי התכונות האחרונות, נסיק כי  רוחב הסרטB בין  נמצא ב"אזור המעבר "| ( ) | 1L j  ל-

| ( ) | 1L j .קשר זה ניתן לתיאור כמותי יותר, כלהלן   . 

 

. (כזכור, תדר החציה של חוג המשוב  .c o, over frequency-cross מוגדר כתדר שבו  מתקיים )

. .| ( ) | 1c oL j  מתקבל .  באופן טיפוסי 

. . , 1 2B c o     

1.6לצורך התכן ניתן להשתמש בהערכה התחלתית של    . 

 

 הערכה זו מתקבלת למשל מהקשר הבא 

 שמתקיים במערכת סטנדרטית מסדר שני, 

 לעודף  הפאזה של החוג: בין 

 

  

 

 

 

  הסרט:  נדגיש כי אין להגדיל את רוחב הסרט של מערכת מעבר לנדרש.  לגבי בחירת רוחבהערה

 לפי דרישות הביצועים. הגדלת רוחב הסרט עלולה להיות בעייתית במספר היבטים:

)מאמץ  הבקרה: בתדרים בהם  - )P j  נמוך )כלומר: המערכת "מתקשה" להגיב במהירות

)הנדרשת(, נדרש אות כניסה  )u t  גדול כדי לקבל יציאה משמעותית.  לצורך כך יש צורך

 בהשקעת אנרגיה מרובה ובהתקנת "מפעיל" מתאים )למשל: מנוע סילון למטוס קל...(. 

 הגברת רעשי מדידה בתדר גבוה )ראו להלן(. -

כגון  –עירור "מודים" )כולל כאלה שאינם כלולים במודל(  המצויים בתדרים הגבוהים  -

 רזוננסים של מערכות מכניות.
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 ריסון ועודף פאזה:( 2)

)תכונה של תמסורת החוג  עודף הפאזה הוא כזכור  )L s: 

. . . .P.M. ( ) 180 , : | ( ) | 1c o c oL j L j     

 

 עודף הפאזה קשור לתכונות הבאות של החוג הסגור:

.P.Mיציבות: לכך נדרש  - 0. 

 או יותר. 40של  .P.Mרובוסטיות( לשינויים במערכת: לכך נדרוש באופן טיפוסי  עמידות ) -

: "ריסון" הוא איפיון כללי של תנודתיות התגובה למדרגה של המערכת. למעשה ותגובת יתר ריסון -

 ת למקרים כללים יותר.  הוא מוגדר כמותית רק במערכות מסדר שני, ומורחב איכותי

 ( של התגובה למדרגה. Overshootמדד כמותי הקשור לריסון הוא תגובת היתר  )

 

הקשר באופן כמותי אנו משתמשים )בקרוב ראשון( בקשר הבא הלקוח ממערכת סטנדרטית להגדרת 

 מסדר שני:

P.M.

100
 

של החוג הסגור(,  ניתן לתרגמה לדרישה על מקדם  אופן השימוש: בהינתן דרישה לתגובת יתר )תכונה

לפי נוסחאות מערכת מסדר שני, ומכאן לקבל דרישה על עודף הפאזה )שהוא תכונה של  הריסון 

( )L s.) 

 

 מתמיד:-שגיאות מצב( 3)

 תאוצה הינם:\ריצה\מתמיד למדרגה, קבועי שגיאות המצב המשוב יחידהכזכור: עבור מערכת 

0/1/2
/ / 0lim ( )p v a sK s G s  

את קבועי השגיאה ניתן לקבל מתוך דיאגרמת בודה, ובפרט מתוך אזור התדרים הנמוכים בדיאגרמת  

|ההגבר  ( ) |G j  : 

  סוג המערכת נקבע על ידי  מספר הקטבים בראשית. במערכת מסוגk  בדיאגרמת בודה של ,

|ההגבר  ( ) |G j   20נראה שיפוע של [ / ]k db dec. 

  שבה  0עבור מערכת מסוג(pK :מתקיים )סופי 

0 0lim ( ) lim ( ) ( 0)p sK G s G j G j      

 ערך זה יופיע במפורש בדיאגרמת בודה באזור התדר הנמוך.

  שם  1מערכת מסוג עבור(vK :ניתן לרשום )סופי 

1

2

(1 )
( )

(1 )

A s
G s

s s
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vKכאשר  A לפיכך, דיאגרמת בודה האסימפטוטית בתדרים הנמוכים )לפני תחילת ההשפעה  .

|של הקטבים והאפסים הנוספים( היא לעשה ציור של   |
A

j
 A.   ברור שניתן לקבל את ערכו של 

 מתוך  הגבר הדיאגרמה בתדר כלשהו בקטע זה. להמחשה:

                       ( 0.1) 54 500 | | 500*0.1 50
0.1

v

A
G j dB K A

j
       

  הינו דומה. 2החישוב עבור מערכת מסוג 

 

): כאשר הערה ) 1H s   או( ) 1F s   יש לבצע את החישובים הנ"ל לתמסורת ה"מתוקנת" )ראו

 מתמיד(: -פרק שגיאות מצב

( )
( ) ( )

1 ( )[ ( ) ( )]

F s
G s G s

G s H s F s


 
 

 

 שגיאות עקיבה בתחום התדר:( 4)

)ניתן להבחין בשני אותות שגיאה הקשורים בכניסת הייחוס  )r t: 

)                 שגיאת העקיבה:                 ) ( ) ( )E j R j Y j    

)שגיאת המשוב:                      ) ( ) ( ) ( )E j R j H j Y j          

 

)כאשר  ) 1H j  שתי השגיאות דומות בגודלן )הן זהות כאשר ,( ) 1H s  נתמקד לשם פשטות  .)

 בשנייה. מתקיים:

( ) 1
( )

( ) 1 ( )

E j
S j

R j L j




 
 


 

|נדרש   לשגיאה נמוכה בתדר  ( ) | 1S j או באופן שקול ,| ( ) | 1L j  . 

 

 נעמיד קשר זה על בסיס כמותי. נניח כי נדרש:

0
0

( ) 1
| | 1,

( )

E j

R j A


 


   

0              דרישה זו שקולה ל:                      
0

1
| ( ) | ,S j

A
     

|לצורך זה נדרש  ( ) | 1L jבמכנה, ונקבל בקירוב את התנאי: 1-.  ניתן לפיכך להזניח את ה 

0 0| ( ) | ,L j A    

)דרישה זו מתורגמת ל"איזור אסור" בתחום התדרים הנמוכים בדיאגרמת בודה של   )L j  ראו(

 להלן(.
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 ( דחיית הפרעות:5)

)הפרעות חיצוניות מיוצגות בדיאגרמת המערכת על ידי אות ההפרעה  )d t מרבית האנרגיה של .

ההפרעות )המיוחסות ליציאת המערכת( מרוכזת בתדרים הנמוכים, ואנו מעוניינים בהנחתת הפרעות 

 של המערכת. הנמצאות בתחום רוחב הסרט

)השגיאה עקב ההפרעה  )d t  מחושבת כאשר( ) 0r t  ולפיכך הינה ,( ) ( ) ( ) ( )e t r t y t y t    .

 נקבל

( ) 1
( )

( ) 1 ( )

E j
S j

D j L j




 


 


 

|לפיכך, ההפרעה מונחתת באופן משמעותי בתדרים בהם  ( ) | 1L j. 

1דרישה של "הנחתה פי כמותית,  1A   1לפחות של הפרעות  בתדר עד:שקולה בקירוב לדרישה " 

1 1| ( ) | ,L j A    

 

 :הנחתת רעשי מדידה( 6)

)רעשי המדידה  )n t :מרוכזים לרוב בתחום התדרים הגבוהים. מתקיים 

( ) ( )

( ) 1 ( )

E j L j

D j L j

 

 



 

|להנחתת הרעשים נדרש  ( ) | 1L j דרישה זו מנוגדת לדרישה של .| ( ) | 1L j  בתחום רוחב

 הסרט של המערכת, ולפיכך ניתן לקיימה רק בתדרים גבוהים יותר.

2כמותית, דרישה של "הנחתה פי  1A  2 -חות של רעשי מדידה בתדר גבוה מלפ שקולה בקרוב "

 לדרישה:

2
2

1
| ( ) | ,L j

A
    

|נציין כי הדרישה   ( ) | 1L j  בתדרים הגבוהים חשובה גם למניעת ערור של דינמיקה נוספת של

 רזוננסים מכניים. המערכת המבוקרת שעשויה להתעורר בתדרים אלה, כגון 
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): ראינו כי מרבית הדרישות קשורות בתמסורת החוג התמונה הכוללת )L s נסכם דרישות אלו על גבי .

 דיאגרמת ההגבר הבאה:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 הערות נוספות:

 

)שיפוע עקום ההגבר של  –א. כלל אצבע לתכן  )L j  בתדרco   20צריך להיות /dB dec  . 

 זאת לצורך עמידות בשינויים במערכת )רובוסטיות(. 

 

|ב. סיבה נוספת לשמירה על   ( ) | 1S j  פונקציית רגישות קטנה( בתחום רוחב הסרט היא זו(

 ות של התמסורת לשינוי  בפרמטרי המערכת. נזכור כיהקטנת הרגיש –המעניקה לפונקציה זו את שמה 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )

G s C s P s
T s F s F s

L s C s P s H s
 

 
 

) -ב Pנניח כי חל שינוי   )P j  בתדר מסוים מה יהיה השינוי .Tב- ( )T j? 

 נוח להתייחס לשינויים  יחסיים. נחשב בקירוב, עבור סטיות קטנות:

2

2

(1 ) ( )( )

(1 )
( )

1 1
( )

1 1(1 )

T
dT P CPH C CH CP PT j

F
P dP T TCPH

P j

C P
F S j

T CPH LCPH








 


 

   
 

 

|לפיכך:  ( ) | 1S j  0פירושו רגישות יחסית קטנה. לדוגמא: נניח כי| ( ) | 0.03S j ו ,-

0| ( ) |P j 0 -נוי ב.  אזי השי%10-השתנה ב| ( ) |T j       10%יהיה 0.03 0.3% . 



| ( ) |dBL j

co

 אזור ביניים
 תדר גבוה

 "תדר נמוך":

| ( ) | 1L j

| ( ) | 1L j

"אזור אסור" 
לצורך הנחתת 

 רעשים

0


 
0 dB

A

2


2

1

dB
A

 
 

"אזור אסור" 
לצורך עקיבה 
 תודחיית הפרעו

( )P.M.

B co
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 תכן בקר קידום . 16.2

 

 לצורך תכן בתדר נוח לרשום את בקר הקידום )אותו הכרנו בפרק הקודם( באופן הבא: 

1 /
( ) , 1

1 /

s Z Z
C s K

s P P



 


 

1Kעבור הגבר   עקומי בודה של ,( )C j :הינם  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1
max

max

1
1

sin ( )

Z
PZ P






 


 




  
 

 

 

 

 נתייחס למערכת משוב יחידה:

 

 

 

 

 

בתחום תדרים מסוים. אם  הוספת פאזה:  בקר הקידום מאפשר פעולת בקר הקידום בתחום התדר

, להגדיל את עודף  הפאזהשל תמסורת החוג(, נוכל  0dB)תדר חציית  coנוסיף  פאזה זו באיזור 

 ובכך להגדיל את ריסון המערכת בחוג סגור )או אף לייצב מערכת שאינה יציבה(.

 

0.1, שהוא שיעור תוספת הפאזה המכסימאלי של הבקר.  עבור maxקובע את  הפרמטר   

maxמתקבל  55ת קידום בטור.8. באם נדרשת תוספת גדולה יותר ניתן להוסיף שתי דרגו 

 

יש לשים לב שרשת הקידום מוסיפה הגבר בתדרים גבוהים )תופעה בלתי רצויה בד"כ(, ויש להתחשב 

 .Kבכך בקביעת ההגבר  



| ( ) |dBC j

PZ
0dB

1

dB dB

P

Z 


   
      

20 /dB dec



( )C j

PZ
0

max

max

( )y t( )r t




( )P s( )C s

( )e t ( )u t



  בתחום התדר : תכן16הרצאה  הרצאות, חורף תשע"ו, נחום שימקין - 1בקרה 

 

 9 - 16 

קיימות מספר גישות אפשריות לתכן בקר בתחום התדר, הנגזרות מאופי דרישות התכן. אנו נניח כי 

)הנגזר מרוחב הסרט הנדרש(, עודף הפאזה )הנגזר מהריסון  coדרישות הביצועים הנתונות הינן: 

 הנדרש(, וקבועי שגיאת המצב המתמיד.  התכנון יתבצע בשני שלבים:

 ועודף הפאזה. coא. בעזרת בקר הקידום נוודא את קיום הדרישות עבור 

 ב. לאחר מכן נוסיף בקר פיגור, לצורך הגדלת קבועי השגיאה )אם נדרש(.

 

 :שלבי תכנון רשת קידום

 הנדרשים. Mהמינימאליועודף הפאזה  coמתוך דרישות הביצועים, נקבע את תדר החציה .א

)נבדוק באם ניתן לקיים הדרישות באמצעות בקר הגבר,  .ב )C s K: 

)באם  ) 180co MP     נבחר הגבר  :K  המקיים| ( ) | 1coK P   , 

coונקבל  co  ועודף פאזה ,( ) 180M co MP    .כנדרש , 

 אחרת: נמשיך לתכנון רשת הקידום.

  בחירת פרמטרי הבקר :

 :   coנחשב את הפאזה החסרה לקיום דרישת עודף הפאזה בתדר  .ג

                                          ( ( ) 180 )M coP      

 נבחר בקר קידום עם הפרמטרים .ד

                      

max
max

max

max max

1 sin( )

1 sin( )

/ ,co P Z Z


  



    


   



   

 

coשל הבקר לקבלת  Kנבחר לבסוף את ההגבר  .ה co   כלומר  ,

| ( ) ( ) | 1co coK C P   נעיר כי אם .,Z P ו כך ש: אכן נבחרmaxco  אזי ,

| ( ) | 1 /coC  . 
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 תכן בקר פיגור . 16.3

 

 בקר פיגור פאזה הינו בעל הצורה הבאה:

( ) , 1
s Z Z

C s
s P P




 


 

 

  דיאגרמת בודה:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

המתמיד והגדלת -בבקר הפיגור היא הוספת הגבר בתדרים הנמוכים, לשיפור קבועי שגיאת המצמטרת 

|הגבר החוג  ( ) |L j  .בתדרים אלה.    זאת מבלי לשנות באופן משמעותי את התגובה הדינאמית 

 

.  פאזה זו עלולה להוריד את עודף הפאזה ולפגוע שליליתניתן לראות כי רשת הפיגור תורמת פאזה 

)אולם לא נמוך מדי(: בחירה  co -וך יותר מבריסון. כדי למנוע זאת, נמקם את בקר הפיגור בתדר נמ

10coZ/מקובלת היא  . 

10coZ/בחירת    עדיין משאירה פאזה שלילית של מספר מעלות בתדרco 10: עבור  

)למשל נקבל  ) 5coC    יש לקחת השפעה זו בחשבון על ידי לקיחת "ספר" של מספר מעלות  .

 בשלב הקודם של תכנון רשת הקידום.

 



| ( ) |dBC j

P Z
0dB

 
dB



20 /dB dec



( )C j

max

co
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 פיגור:-נסכם את שלבי התכנון של רשת משולבת קידום

co,דרישות תכן:  .א M    שגיאת המצב הגבר דרוש בתדרים נמוכים )באמצעות דרישה על קבועי

/המתמיד  /p v aK K K אזור אסור"(. –, או דרישה מפורשת" 

)נתכנן בקר קידום  .ב )leadC s  לקבלת,co M   .הנדרשים 

)נבדוק את ההגבר של תמסורת החוג  .ג ) ( ) ( )leadL j C j P j    בתדרים הנמוכים.  בפרט

 קבועי שגיאה: ניתן לחשב

                                    0lim ( ) ( )i
x s leadK s C s P s  

 נוסף בקר פיגור פאזה.  –אם נדרשת תוספת הגבר 

לעודף  5-הוספת בקר פיגור: נחזור לשלב )ב'(, ונתכנן את בקר הקידום עם הוספת "ספר" של כ .ד

 הפאזה הנדרש. 

 י בקר הפיגור: נבדוק פי כמה נדרש להגדיל את קבוע השגיאה, ונבחר את בחירת פרמטר .ה

5נבחר  5פי  vKאו  pKבהתאם )למשל: אם נדרש להגדיל את  נקבע לבסוף   .) 

                                                                / , /10coP Z Z   

 

 

, שהוא למעשה PIהמערכת )מספר הקטבים בראשית(, יש להוסיף בקר סוג :  באם נדרשת הגדלת הערה

0Pבקר פיגור עם    .גישת התכן דומה למקרה הקודם 



 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו

 

 

 ות: חסר18, 17הרצאות 

 



 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו

 

1 - 19 

 בוא לתורת המערכות במרחב המצב ה. מ

 

 

  קונטרולביליות ואובזרווביליות קונטרולביליות ואובזרווביליות   : : 1919הרצאה הרצאה 

 

 

 חזרה - של משוואות מצב בסיסיותתכונות  . 19.1

 

 המצב: רחבנתבונן במערכת לק"ב )לינארית וקבועה בזמן( במ

0( ) ( ) ( ) ; (0)

( ) ( ) ( )

d
dt

x t Ax t Bu t x x

y t Cx t Du t

  

 
 

) כאשר: ) nx t  ,הינו וקטור המצב 

 ( ), ( )u t y t    מערכת( אותות כניסה ויציאה סקלרייםSISO.) 

 

 פתרון בתחום הזמן:

( )
0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( )

tAt A tx t x Bu d

y t Cx t Du t

e e    

  


 

, nnשל המערכת, בעלת מימד   (Transition Matrix)מטריצת המעבר הינה  Ateהמטריצה 

 ומוגדרת על ידי הטור המטריצי:

1

( )

!

k
At

k

At
I

k
e





  

 

 פתרון במישור לפלס:

)()()(

)()()(

)()(1)()(

0
1

1
0

sUsHxAsIC

sDUsCXsY

sBUAsIxAsIsX











 

 

 היא פונקציית התמסורת של המערכת:sH)(היא מטריצת היחידה, ואילו  Iכאשר 

DBAsICsH  1)(:)( 
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   מהביטוי הנ"ל נובע כי מבנה פונקציית התמסורת:

)(

)(
)(

sa

sb
sH , 

nכאשר 
nn asasAsIsa   1

1:)det()(   .הוא הפולינום האופייני 

הקטבים  \, הם נקראים גם הערכים האופיניים Aשרשי הפולינום האופייני הם הערכים העצמיים של 

 של המערכת.  (modes)המודים  \הנומינליים 

 

 :Ateתכונות המטריצה 

0

( ) 1

(1) |

(2) [ ( ) ]

(3)

At
t

At A A t At At

At At Atd
dt

I

A A

e

e e e e e

e e e

 



  



  

 

 

 

 מהשוואת הפתרונות בתחום הזמן והתדר ניתן לראות כי:

 

 הינה באמצעות לכסון )באם ניתן(: Ateדרך אחרת לחשב את  

 

1 1At tA T T T Te e      

 כאשר

1
1

,

0 0

0 0 n

t

t

t

n

e

e

e









 

   
    
     

 

 

 

 

-1 11( ) {( ) }At t sI Ae  



 : קונטרולביליות ואובזרווביליות 19הרצאה  הרצאות, חורף תשע"ו, נחום שימקין - 1בקרה 

 

 3 - 20 

 בזמן בדיד הינן: מערכת לק"בהמצב של משוואות     מערכות מצב בזמן בדיד:

 

)()()(

)0(;)()()1( 0

kDukCxky

xxkBukAxkx




 

 

 הפתרון בתחום הזמן )ע"י הצבה חוזרת(:







1

0

1
0 )()(

k

m

mkk mBuAxAkx 

 :Zהתמרת  מונחים שלוב

)()(1)()( 1
0 sBUAzIxzAzIzX  

 

 פונקציית התמסורת:

DBAzICzH  1)()( 

 

 

 לשאלות הבאות:תכונות אלה קשורות  נפנה עתה לדיון בתכונות מבניות של מערכות מצב.

 .)האם ניתן לשלוט על ערך המצב כרצוננו באמצעות אות הכניסה? )קונטרולביליות 
 .)האם ניתן לדעת מהו מצב המערכת מתוך מדידות היציאה בלבד? )אובזרווביליות 
 

 לשאלות אלו חשיבות רבה בתורת הבקרה, ובתורת המערכות בכלל.

 .Rudolf Kalmanע"י , 20-מאה השל הפותחו לראשונה בשנות השישים אלה מושגים 
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 קונטרולביליות . 19.2

 

אם עבור כל מצב התחלתי  קונטרולבילית: מערכת מצב )בזמן בדיד או רציף( תקרא הגדרה

0)0( xx  ומצב סופי רצויfx  0{, קיים אות כניסה),({ Tttu   כך שמצב המערכת יהיהfx 

 )סופי( כלשהו. Tבזמן 

 

על המסה  f:  נתבונן במערכת של שתי מסות הקשורות בקפיץ, כאשר ניתן להפעיל כח חיצוני דוגמא

 השמאלית בלבד:

 

 

 

 

 

),,,(מצב המערכת הינו  2211 vxvxx  י הפעלת כלומר האם ניתן ע –. האם המערכת קונטרולבילית"

 כוח מתאים על המסה הראשונה בלבד להביא את שתי המסות למיקום ומהירות רצויים?

 

 

 המצב: דינמיקתברור כי תכונת הקונטרולביליות קשורה אך ורק למשוואת 

)()()1( kBukAxkx      או)()()( tButAxtx
dt
d  

 אה אינה מופיעה כלל בהגדרה.(, מכיוון שהיצי,BA)כלומר למטריצות 

 

 .,BAהמטריצות מונחים של נפנה עתה לאפיון אלגברי  של תכונת הקונטרולביליות, ב

 

   :1משפט 

באה הינה בעלת המטריצה ה אם ורק אםמערכת  המצב )בזמן רציף או בדיד( הינה קונטרולבילית 

 :)nדרגת שורות מלאה )כומר, בעלת דרגה 

1: [ , , , ]nB AB A B 

 

כאשר המערכת בעלת כניסה אחת, של המערכת.  מטריצת הקונטרולביליותנקראת  המטריצה 

,1קטורים  והו nעמודותיה הן כאשר , nnריבועית במימד מטריצה זו הינה  , , nB AB A B. 

)detבמקרה זה הדרישה לדרגה מלאה פירושה שהמטריצה אינה סינגולרית,  ) 0. 

 

 משפט בסיסי זה  נובע מהטענה הבאה:

 

1m 2m

K

1x 2x

fu 
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   :2משפט 

00שאליהם ניתן להגיע )בזמן סופי( ממצב התחלתי   nxאוסף כל המצבים  x הינו תת-

 .המרחב הלינארי הנפרש על ידי עמודות המטריצה 

 

 הוכחה:

 , עבורו ההוכחה פשוטה יותר.בזמן בדידנתחיל 

00עבור   x  1נקבל, מתוך פתרון משוואת המצב, עבורk :כלשהו 







1

0

)1()(
k

i

i inuBAkx 

BAABBניתן לראות סכום זה כצרוף לינארי של הוקטורים  k 1,,,   כאשר המקדמים  ,)(iu   הם

-הינו תת kמשתני הכניסה ונתונים לבחירתנו !  לפיכך אוסף כל המצבים אותם ניתן לקבל בזמן  

BAABBהמרחב הנפרש  על ידי  k 1,,, , 

nkנתבונן ראשית בזמן   ברור מהנ"ל כי אוסף כל המצבים אותם ניתן לקבל בזמן זה הינו תת  .-

BAABBהמרחב הנפרש  על ידי  n 1,,,  כלומר ע"י עמודות ,. 

nkנבדוק עתה האם עבור זמן גדול יותר )  ניתן להגיע למצבים נוספים. התשובה שלילית!  כפי  )

ni)עם  BAiשנראה מייד כל וקטור מהצורה  (  ניתן לביטוי כצרוף לינארי  שלn  הוקטורים

BAABB n 1,,,  מעבר ל, ומכאן נובע כי הוספת וקטורים נוספים-n  הראשונים אינה מגדילה את

 המרחב הנפרש על ידם.-תת

BAi(niהטענה לגבי הוקטורים  (  נובעת מתוך משפטHamilton -Caley  מתורת המטריצות. לפי

 את הפולינום האופייני שלה, כלומר, מתקיים:מקיימת  Aמשפט זה כל מטריצה ריבועית 

01
1

1  
 IaAaAaA nn

nn  

 והעברת אגפים נותנת Bהכפלה בוקטור

BaABaBAaBA nn
nn  


1
1

1  

BAABBהינו אכן צרוף לינארי של הוקטורים  BAnכלומר:  הוקטור  n 1,,, . 

niבצורה רקורסיבית כי טענה זו נכונה גם עבור כל   ניתן עתה להראות  בכך הושלמה הוכחת .

 המשפט עבור זמן  בדיד.

 

00:  נתאר באופן כללי בלבד. עבור בזמן רציף x :נקבל עתה 
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0
( ) ( )

t Ax t Bu t de     

Aeמהגדרת  מה לנ"ל במשפט , ועל ידי שימוש דוHamilton-Caleyנובע כי , 

BAtBAdtuhtx i
n

i

i
i

n

i

t

i   








1

0

1

0
0

)(:])()([)(  

 ! זהו שוב צרוף לינארי של עמודות 

, לכך uכרצוננו על ידי בחירה מתאימה של הכניסה ti)(נותר עדיין להראות כי ניתן לקבל מקדמים 

 נס פה.לא ניכ

 מ.ש.ל.

 

 מסקנה מעניינת מההוכחה:

 צעדים לכל היותר. nבאם ניתן להגיע למצב כלשהו, ניתן לעשות זאת תוך   בזמן בדיד:

 :  באם ניתן להגיע למצב כלשהו, ניתן לעשות זאת תוך זמן קצר כרצוננו.בזמן רציף

 

 :2נובע עתה ממשפט  1משפט 

  אינה סינגולרית, אזי עמודותיה פורשות את המרחב  :  באםn כולו. לפיכך ניתן להגיע מ- 

00 x  למצבfx .כרצוננו 

00אם  x  ניתן לקזז את השפעתו: מתוך  ,





1

0

0 )1()(
k

i

ik ikuBAxAkx    נובע כי הגעה

)0(0ממצב   xx    למצבfxkx )(   להגעה ממצב )שקולה )מבחינת האפשרות והכניסה הדרושה

0)0( x   0למצב)( xAxkx k
f . 

 

  אך ורק לתת מרחב של מרחב המצבים,   0סינגולרית, אזי ניתן להגיע ממצב התחלתי  :  באם

 .n -שדרגתו קטנה מ

 מ.ש.ל.
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 זמן בדיד(:  ב)  כניסה הדרושהחישוב ה

על מנת להגיע ממצב התחלתי   מהי הכניסה הדרושה  נניח כי המערכת קונטרולבילית. 

0(0)x xלמצב fxnx )(  ?     

 נרשום שוב:















 













)0(

)1(

],,[

)1()(

1
0

1

0

0

u

nu

BAABBxA

inuBAxAnx

nn

n

i

in



 

, והיא אינה המטריצה המכפילה את וקטור הכניסה היא כמובן מטריצת הקונטרולביליות 

 המערכת קונטרולבילית. לפיכך, הכניסה הדרושה היא:כאשר סינגולרית 

1
0

( 1)

( ( ) )

(0)

n

u n

x n A x

u



 
   
 
  

 

 

צעדים, לצורך זה יש למצוא צרוף לינארי של  n -נציין כי ניתן להגיע למצבים מסויימים תוך פחות מ

 העמודות המתאימות )אין נוסחה סגורה(.  

 

 (:  רציףזמן ב)  כניסה הדרושהחישוב ה

נת להגיע ממצב התחלתי   על ממהי הכניסה הדרושה   בזמן רציף: מערכת קונטרולביליתעבור 

0(0)x xלמצב ( )f fx t x   0)עבורft    ?)כלשהו 

 

פה קיימים אינסוף אותות כניסה שונים שיבצעו את הנדרש. נביא פה לשם השלמות פתרון מסוים )ללא 

  :פיתוח(

( ) 1
0

( ) ( )

0

( ) ( ) ( )

( )

T
f

T
f f f

fA t tT
f f

t A t t A t tT
f

At
u t B W t x e x

W t BB d

e

e e 

 

 

 

 
 

)יצה ניתן לוודא כי המטר )fW t מוגדרת(, ולכן ההפכי קיים. -אינה סינגולרית )למעשה חיובית

 מטריצה זו נקראת "גרמיאן הקונטרולביליות".  

 ניתן לוודא כי כניסה זו מקיימת את הנדרש, ע"י הצבתה בנוסחת הפתרון של  המצב:

( )
0 0

( ) ( )
ff f

tAt A t
fx t x Bu de e


 


   

האנרגיה המינימלית המקיימת את הדרוש, כאשר האנרגיה מוגדרת על  נעיר לבסוף כי זו הכניסה בעלת

2ידי  

0
|| ( ) ||

ft
u d . 
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 אובזרווביליות . 19.3

 

ניתן לחשב )"לשחזר"( את ווקטור אם  אובזרוובילית: מערכת מצב )בזמן בדיד או רציף( תקרא הגדרה

)0(0התחלתי המצב  xx  מתוך מדידת  { ( ), ( ) : 0 }u t y t t T  עבור זמן  , T .סופי( כלשהו( 

 

   :3 משפט

המערכת הינה אובזרוובילית אם ורק אם המטריצה הבאה הינה בעלת דרגת עמודות מלאה  )כלומר,  

 :)nבעלת דרגה 

1

:

n

C

CA

CA 

 
 
 
 
 
  

 

 

כאשר המערכת בעלת יציאה אחת, של המערכת.  ובזרווביליותאמטריצת הנקראת  המטריצה 

,1 וקטורי השורה  nכאשר שורותיה הן , nnריבועית במימד מטריצה זו הינה  , , nC CA CA . 

)detבמקרה זה הדרישה לדרגה מלאה פירושה שהמטריצה אינה סינגולרית,  ) 0. 

 

 )לזמן בדיד(:  הוכחה 

מתוך 0xבעלת דרגה מלאה, ונראה כי ניתן לשחזר את המצב ההתחלתי  : נניח ראשית כי מספיקות

}המדידות  ( ), ( ) : 0 }u k y k k T 1, עםT n  . 

 שוואת המצב נקבלמהפתרון המפורש למ

0( ) ( )ky k CA x v k 

1כאשר:                       

1

( ) ( ) ( )
k

i

i

v k CA B u k i Du k



  

 לפיכך:

0

1

(0) (0)

(1) (1)

( 1) ( 1)n

Cy v

CAy v
x

y n v nCA 

    
    
     
    
    

      

 

 בכתיב מקוצר:

0n nY x V  

 



 : קונטרולביליות ואובזרווביליות 19הרצאה  הרצאות, חורף תשע"ו, נחום שימקין - 1בקרה 

 

 9 - 20 

ניתן לחישוב מתוך הכניסות בלבד. לפיכך, אם נתונות המדידות   nVהוקטור 

{ ( ), ( ) : 0 1}u k y k k n   ניתן לראות את המשוואה האחרונה כמערכת משוואות לינאריות  ,

הינה מלאה, למשוואה זו פתרון  . כאשר דרגת מטריצת האובזרווביליות 0xעבור ווקטור הנעלמים 

 ריבועית )מערכת עם יציאה אחת בלבד(, נקבל: יחיד  )לכל היותר(.  בפרט, כאשר 

1
0 0: 1 0: 1( )n nx Y V

   

 

באופן  0x(, אזי לא ניתן לקבוע  את nאינה בעלת דרגה מלאה ) : נותר להראות כי אם הכרחיות

}דידת יחיד מתוך מ ( ), ( ) : 0 }u k y k k T  וזאת עבור ,T  1כלשהו.  ראשית, עבורT n  ,

0nנתבונן שוב במשוואה  nY x V   אשר מתארת את הקשר בין הכניסות ליציאות(. באם  אינה(

 משמעית. -חד 0xולכן לא ניתן לקבוע את   מדרגה מאלה אזי הפתרון של משוואה זו אינו יחיד,

,1גדול יותר, אנו יודעים כי הוספת שורות  Tבנוסף, עבור  ,n nCA CA   לא  תגדיל  למטריצה

 . 0xאת דרגתה )מדוע?(, ולכן לא תסייע לקביעת 

 מ.ש.ל. 

 

 ההוכחה בזמן רציף מעט מורכבת יותר אך מבוססת על עיקרון דומה, ולא נפרט פה.

 

 ות:דוגמא

,(0,1;1,1)במערכת בזמן בדיד עם  .1 (2;3), (1,1)A B C    התקבלה היציאה

(0) 6, (1) 11y y   מהו המצב ההתחלתי?0עבור כניסה . 

(2)דידה נוספת התקבל  מה מסקנתך אם במ .1 15y ? 

,(0,2;3,1)במערכת עם  .2 (2;3), (1,1)A B C    (0)התקבלה היציאה 3, (1) 9y y  

 . מהו המצב ההתחלתי?0עבור כניסה 

 , כאשר המערכת בזמן רציף.1דוגמה  .3
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 דואליות בין קונטרולביליות ואובזרווביליות:

 

)מוגדרת על ידי המטריצות  Sמערכת מצב  , , , )A B C D נרשום .( , , , )S A B C D  או ,

( , , )S A B C  0כאשרD . 

 

)ראינו כי קונטרולביליות היא תכונה של צמד המטריצות  , )A B   :המערכת קונטרולבילית אםם בלבד

)מטריצת הקונטרולביליות  , )A B    היא בעלת דרגהn במקרה זה נגיד  כי המטריצות .

( , )A B  .הינן צמד קונטרולבילי 

 

)באופן דומה, אובזרווביליות היא  תכונה של צמד המטריצות  , )A C  בלבד:  המערכת אובזרוובילית

)אםם מטריצת האובזרווביליות  , )A C    היא בעלת דרגהn במקרה זה נגיד  כי המטריצות .

( , )A C  .הינן צמד אובזרוובילי 

 

 בזרווביליות והקונטרוביליות, כלהלן. קיימת דואליות בין תכונות האו

). הצמד 1    , )A B  הצמד   אםם הוא קונטרולבילי( , ) ( , )T TA C A B .הוא אובזרוובילי 

). הצמד 2    , )A C   הצמד   אםםהוא אובזרוובילי( , ) ( , )T TA B A C הוא קונטרולבילי. 

 

 אובז' המתאימות, ובדיקה כי מתקיים: \תכונות אלו מתקבלות על ידי חישוב מטריצות הקונ' 

,( , ) ( , ) ( , ) ( , )T TA B A C A C A B  

 

)בהתאם לכך, המערכת   , , )S A B C  היא קונטרולבילית ]בהתאמה, אובזרוובילית[ אםם המערכת

( , , )T T TS A C B בהתאמה, קונטרולבלית(. מערכת אלו נקראות דואליות. היא אובזרוובילית( 

 )שאלה: מה הקשר בין פונקציות התמסורת של שתי מערכות אלה?(
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 מינימאליות . 19.4

 

נראה עתה כי קיים קשר הדוק בין תכונות הקונט' ואובז',  לבין צמצומים בפונקציית התמסורת של 

 הצערכת.

 

)מערכת פונקציית התמסורת הנומינאלית של ה , , , )S A B C D  בזמן רציף,  עם כניסה אחת ויציאה

 אחת, נתונה כזכור על ידי

1 ( )
( ) , ( ) det( )

( )

b s
C sI A B D a s sI A

a s

    

 .sאת  zבזמן בדיד ההגדרה זהה כאשר 

 

): המערכת הגדרה , , , )S A B C D אם אין צמצום בין המונה למכנה של  ימאליתמינ תיקרא

 פונקציית התמסורת הנומינאלית.

 

)המערכת   :משפט , , , )S A B C D  היא קונטרולבילית  אם ורק אםהיא מינימאלית

 ואובזרווביליות.

 

מכאן: אם קיים צמצום )אחד או יותר( בפונקציית התמסורת,  אזי המערכת אינה קונטרולבילית, או 

 שאינה אובזרוובילית )או שניהם(.

 

 

 ניתנת לליכסון. Aנוכיח משפט זה בהמשך, אך רק למקרה זבו המטריצה 

 

(, אך יש להגדיר בצורה נכונה את MIMOנציין כי המשפט נכון גם למערכות מרובות כניסות ויציאות )

 התמסורת המתקבלת.  מטריצתהאפסים של 

 

 

 

  

 

  

 



 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו

 

1 - 20 

 

  מימושים קנוניים והתמרות שקילות מימושים קנוניים והתמרות שקילות   : : 2020הרצאה הרצאה 

 

 

 מימושים וצורות קנוניות  . 20.1

 

)תהי  )H s  פונקציית תמסורת רציונלית ונאותה ממש(strictly proper) מסדר ,n: 

1
1

1
1

( )
( )

( )

n
n

n n
n

b s bb s
H s

a s s a s a





 
 

  
 

 המונה למכנה. אנו מרשים גורמים משותפים בין 

 

)של  מימוש )H s  הינו מערכת מצב כלשהי( , , )S A B C בעלת פונקציית תמסורת נומינאלית ,

( )H s:כלומר , 

1 ( )
( ) , det( ) ( )

( )

b s
C sI A B sI A a s

a s
    

nמטריצה בגודל  n (Aנשים לב כי מערכת המצב היא מסדר  n.)'וכו , 

 

): אם הערה )H s ( נאותה אך לא ממשm n  :ניתן לרשום אותה בצורה ,)
( )

( )
( )

b s
H s d

a s
 . 

)במקרה זה המימוש יהיה  , , , )S A B C D כאשר ,( , , )A B C  מימוש של
( )

( )

b s

a s
D-, ו d . 

 

כללית, לפונקציית תמסורת נתונה יהיו אינסוף מימושים אפשריים. קיימות מספר צורות קנוניות של 

מועילות נוספות. נעבור פה על הצורות מערכות מצב שהן נוחות במיוחד למימוש,  וכן בעלות תכונות 

 הקנוניות הבאות של  משוואות מצב:

 צורה קנונית של קונטרולר -

 צורה קנונית של אובזרוור -

 צורה קנונית אלכסונית -
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 (controller canonical form)א. צורה קנונית של קונטרולר 

 

 נגדיר:

 
1 2

1

1
01 0 0 , , , ,

0
00 0 1 0

n

c c c n

a a a

A B C b b

     
     
   

  

 

 

)מסורת של המערכת  : פונקציית הת1 טענה , , )c c cS A B C :הינה 

1
1 1

1
1

( ) ( )
n

n
c c c n n

n

b s b
C sI A B H s

s a s a






 
  

  
 

)של פונקצית התמסורת  מימושלפיכך, הצורה הקנונית של קונטרולר מהווה  )H s . 

 

וך ניתן להוכיח את הטענה על ידי חישוב אלגברי ישיר. תחת זאת נביא בנייה של מערכת המצב מת

 פונקציית התמסורת, דבר שאף יבהיר את זהות משתני המצב.

 

)נזכור שפונקציית התמסורת  )H s :מייצגת את הקשר 

1
1

1
1

( ) ( ) ( ) ( )
n

n
n n

n

b s b
Y s H s U s U s

s a s a





 
 

  
, 

 ובתחום הזמן:

( ) ( 1) ( 1)
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n

n ny t a y t a y t b u t b u t       

)נתבונן ראשית באות  )z t שוואה הפשוטה יותר:המוגדר על ידי המ 

( ) ( 1)
1( ) ( ) ( ) ( )n n

nz t a z t a z t u t    

)1נגדיר את וקטור משתני המצב  ) ( ( ), , ( ))T
nx t x t x t :לפי 

( )( ) ( )n i
ix t z t 

 נבנה עתה את משוואות המצב.

 נגזרות משתני המצב: 

( ) ( 1)
1 1

1 1

n n
n

n n

x z a z a z u

a x a x u

     

    
 

                                                                                     

( 1)
2 1

(1)
1

n

n n

x z x

x z x
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):  מהגדרת משוואת היציאה )z t  נובע כי( ) ( ) / ( )Z s U s a s מהגדרת היציאה .( )Y s נקבל 

1
1

( )
( ) ( )

( )
n

n

U s
Y s b s b

a s
   

 ולפיכך

( 1)
1

1 1

( ) n
n

n n

y t b z b z

b x b x

  

  
 

 : אם נבטא משוואות אלו בצורה מטריצית נקבל:נסכם

( ) ( ) ( )

( ) ( )

c c

c

x t A x t B u t

y t C x t

 


 

)זוהי מערכת המצב  , , )c c cS A B C  .בצורה הקנונית של קונטרולר 

 

 

 :הערות

  לפי הבניה, פונקציית התמסורת של המערכת( , , )c c cS A B C  היא( )H s מערכת זו נקראת .

)של  מימוש קונטרולרגם  )H s. 

  פשוט הצבת המקדמים של פונקצצית התמסורת. אין  –מימוש קונטרולר הוא פשוט ביותר לביצוע

 פה צורך לחשב שורשי הפולינומים )כמו בצורה האלכסונית למשל(.

  המטריצהcA  צורה הנקראת היא בעלתcompanion form הפולינום האופייני הוא כמובן .

( )a s : 

                                     1
1det( ) ( ) n n

c nsI A a s s a s a       

 

3nניתן לתאר את מימוש קונטרולר באופן סכמטי כלהלן )התרשים עבור  :) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 1

s
( )u t 

1x  1

s
2x

2( )a 

 1

s
3x

1( )a 

3( )a 

 
3b

2b

1b

( )y t
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 התוצאה הבאה מסבירה )חלקית( את מקור השם "קונטרולר" לצורה קנונית זו.

 

 : 2טענה 

 א. מטריצת הקונטרולביליות של המערכת בצורה קנונית של קונטרולר הינה 

1

1 1

1

1
0 1, )
0
0 0 0 1

(
n

c c c

a a

B
a

A



 
 
 
 

 

(ב. לפיכך, מערכת בצורה קנונית של קונטרולר הינה תמיד קונטרולבילית:    1det( c . 

 

 הוכחת הטענה היא על ידי חישוב אלגברי שלא נפרט פה.

 

 

 

 (observer canonical form)אובזרוור . צורה קנונית של ב

 

 נגדיר:

 
1 1

2 2
0

1 0 0
0 0 , , 1,0, ,0

1
0 0 0

o o

n n

a b
a bA B C

a b

   
     
   
   

 

 

 לצורה קנונית של קונטרולר:ניתן לראות כי צורה זו הינה דואלית 

                                           ( ) , ( ) , ( )T T T
o c o c o cA A B C C B   

 

): פונקציית התמסורת של המערכת  3 טענה , , )c c cS A B C :הינה 

1
1 1

1
1

( ) ( )
n

n
o o o n n

n

b s b
C sI A B H s

s a s a






 
  

  
 

 

 הוכחה: ניתן לקבל תוצאה זו מתוך הדואליות לצורה קנונית של קונטרולר:

1 1 1( ) ( ( ) ) ... ( ) ( )T
o o o o o o c c cC sI A B C sI A B C sI A B H s         
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 1

s

( )u t


3x  1

s

1( )a 

3x

3( )a 

3b
2b 1b

1x y

 
2x  1

s 

2( )a 

. רישום סקלרי של המשוואה y -ו uבמונחים של : נזהה את משתני המצב משתני המצב

o ox A x B u  :נותן 

1 1 1 2 1

1 1 1 1n n n n n

n n n n

x a x x b u

x a x x b u

x a x b u

   

   

   

  

 

1oy   בנוסף, ממשוואת היציאה:  C x x  .:הצבה חוזרת במשוואות המצב נותנת 

1

2 1 1 1 1

1 1

( 1) ( 2) ( 2)
1 1 1 1( )n n n

n n n

x y

x x a x b u

y a y b u

x y a y a y b u b u  
 



  

  

      

 

 

3nתאור סכמטי של משוואות המצב )עבור  :) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 התוצאה הבאה מסבירה )חלקית( את מקור השם "אובזרוור" לצורה קנונית זו.

 : 4טענה 

 א. מטריצת האובזרווביליות של המערכת בצורה קנונית של אוזרוור הינה 

1

1

1 1

1 0 0
1

, )
0
1

(o o o

n

a
C

a a

A





 
 
 
 

 

(ב. לפיכך, מערכת בצורה קנונית של אובזרוור הינה תמיד אובזרוובילית:    1det( o . 

)נציין כי  )T
o c ,עקב הדואליות שהוזכרה לעיל.  האובזרווביליות של מערכת זו אינה מפתיעה ,

הכניסה והיציאה )ונגזרותיהם(, כפי  לאור כך שניתן לרשום את משתני המצב כפונקציה מפורשת של

 שראינו.
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( )u t
2

1

s 

2x
2 2

1

1

s 

1x

1 1

3

1

s 

3x

3 3

( )u t ( )y t

 מימוש בצורה קנונית אלכסונית. ג

 

)כי ניתן לפרק את נניח  )H s :לשברים חלקיים מסדר ראשון 

1

1

( )
( )

( )
n

n

b s
H s

a s s s



 
   

 
 

,1כאשר  , n   שורשי( )a s. 

 

)פרוק כזה תמיד אפשרי כאשר נזכיר כי  )i  שונים זה מזה, ואחרת לא בהכרח )למשל
2

1
( )H s

s
.) 

 

)נבחר מספרים כלשהם  , )i i  כך ש- i i i   פונקציית התמסורת .( )H s גרמה ממומשת בדיא

 הבאה:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 נבחר את משתני המצב המסומנים בציור:

( ) ( )i
i

i

X s U s
s







 

 ונקבל:

( ) ( ) ( ), 1, ,i i i ix t x t u t i n    

 וכן:

1 1( ) ( ) ( )n ny t x t x t    

 

 בצורה מטריצית, קיבלנו:

( ) ( ) ( )

( ) ( )

d d

d

x t A x t B u t

y t C x t

 


 

 כאשר

 
1 1

2 2
1 2

0 0
0{ } , , , , ,

0
0 0

d i d d n

n n

A diag B C
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)מערכת זו הינה  התמסורת שלפונקציית  )H s.לפי בנייה , 

 

 הערות:

. במימוש הנ"ל אפשרנו שימוש במספרים מרוכבים, לשם פשטות. אם נגביל למספרים ממשיים,  ניתן 1

 המערכת-לקבל מימוש כמעט אלכסוני על ידי החלפת משתני מצב. בפרט,  תמסורת תת

0
, , [1,1]; ,

0 R IA B C j j
       
         

     
 

,ו של:                                               זהה לז , [1,1]R I

R I
A B C

  
   

    
       

 

 

, פרוק לאיברים מסדר ראשון אפשרי רק אם יש צמצום בין 1-. כאשר יש קוטב בעל ריבוי גדול מ2

המונה למכנה.  אם אין פרוק כזה, אין מימוש אלכסוני אלא רק מימוש "כמעט אלכסוני" בצורת 

 לא ניכנס לכך. ג'ורדן.

 

 של צורה אלכסונית: חישוב ישיר של מטריצת הקונטרולביליות נותן: קונטרולביליות

1
1 11

1
2 2 2

1

10 0
0 1, ) { }

0
0 0 1

(

n

n

d d d i

n
n

n n

B diag LA

 
   

  







  
     
    

 

)אינה סינגולרית אם ורק אם כל ערכי  L. ידוע כי Vandermondeנקראת מטריצת  Lהמטריצה  )i 

, ושימוש במשפט היסודי של vשונים זה מזה.  )הוכחה: הכפלת המטריצה מימין בוקטור 

 האלגברה...(.

 

 מכאן נקבל את המסקנה הבאה: 

d,הצמד  dBA  אם ורק אם מתקיימים שני התנאים הבאים:קונטרולבילי הוא 

0iא.     1לכל, ,i n. 

 שונים זה מזה. iב. כל הערכים העצמיים 

 

 הסבר אינטואיטיבי:

0i   פירושו שמשתנה המצבix .אינו מושפע כלל מהכניסה 

i j   משמעותו שהמשתנים,i jx x  0אינם ניתנים לשינוי באופן בלתי תלוי )עבור תנאי התחלה ,

i:היחס ביניהם יישאר קבוע לפי היחס  j .) 

 



 : מימושים קנוניים, שקילות 20הרצאה  הרצאות, חורף תשע"ו, נחום שימקין - 1בקרה 

 

 8 - 20 

 של צורה אלכסונית: חישוב דומה של מטריצת האובזרווביליות נותן: אובזרווביליות

, ) { }( T
d d d iC L diagA   

d,מכאן שהצמד  dCA  אם ורק אם מתקיימים שני התנאים הבאים:ובילי אובזרוהוא 

0iא.     1לכל, ,i n. 

 שונים זה מזה. iב. כל הערכים העצמיים 

 

 יבי:הסבר אינטואיט

0i   פירושו כי אין השפעה כלשהי של משתנה המצבix .על היציאה 

i j   משמעותו שלא ניתן יהיה להפריד בין המשתנים,i jx x  לפי  השפעתם על היציאה כיוון

 . שהשתנותם הזמנית זהה

 

 מינימליות: 

נראה עתה את הקשר בין מינימליות המערכת )פונקציית תמסורת ללא צמצומים( לבין תכונות 

הקונטרולביליות והאובזרווביליות.  נראה זאת עבור מערכת אלכסונית, אולם התוצאה המתקבלת 

להלן(. , ע"י שימוש בהתמרת שקילות )שנגדיר לכל מערכת הניתנת ללכסוןניתנת להרחבה מיידית 

 ההרחבה לכלל המערכות נכונה אך ההוכחה מורכבת יותר ולא ניכנס לכך.

 

)נתבונן במערכת  , , )d d dS A B C   מסדרn: פונקציית התמסורת היא . 

1
1 1 1( )

1
11

nb s b
n n nH s

n n s ss a s a nn

  

 

  
   

    
 

 אם:לפי התנאים לעיל המערכת קונטרולבילית ואובזרוובילית אם ורק 

0iא.   i    1לכל, ,i n. 

 שונים זה מזה. iב. כל הערכים העצמיים 

 במידה ותנאים אלה מתקיימים, הרי אין צמצומים בין המונה והמכנה בצד שמאל.

איברים  n-ל אפקטיבית פחות מלעומת זאת, אם התנאים אינם מתקיימים הרי הסכום מימין כול

 שונים, ולכן חייב להיות צמצום בין המונה והמכנה משמאל.

 

קיבלנו את התוצאה שהזכרנו בסוף הפרק הקודם: המערכת היא מינימאלית אם ורק אם היא 

 קונטרולבילית ואובזרוובילית!
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 התמרות שקילות  . 20.2

 

 גדרה ותכונות בסיסיות ה –א. התמרת שקילות 

 

 : nנתונה המערכת הבאה במרחב המצב, בעלת מימד 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 

 
 

 שתסומן על ידי

( , , , )S A B C D 

 

ניתן לקבל ייצוג שונה של מערכת זו, אשר משמר את תכונותיה העיקריות, על ידי מעבר למשתני מצב 

 ם באמצעות ההתמרה הבאה:חדשי

1( ) ( )x t T x t 

nמטריצה ריבועית ) Tכאשר  n:לא סינגולרית.  מכאן נקבל כמובן כי ) 

( ) ( )x t Tx t 

  

 ת.לראות בהתמרה זו של משתני מעין "שינוי בסיס" של ייצוג המערכ ניתן

 

): נפתח עתה את משוואות המצב המתקבלות עבור וקטור המצב  המערכת השקולה )x t הרעיון הוא .

)להחליף את  )x t  ב-( )x t   באמצעות הקשרים הנ"ל, כאשר אות הכניסה( )u t ואות היציאה ( )y t  

 . נשארים ללא שינוי

 

)נחשב ראשית את הנגזרת של  )x t: 

1 1

1

1 1

( ) ( ( )) ( )

[ ( ) ( )]

( ( )) ( )

( ) ( )

d d d
dt dt dt

x t T x t T x t

T Ax t Bu t

T A Tx t T Bu t

Ax t Bu t

 



 

 

 

 

 

 

 כאשר הגדרנו:

1 1,A T AT B T B   

 

 נעבור למשוואת היציאה:
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( ) ( ) ( )

( ( )) ( )

( ) ( )

y t Cx t Du t

C Tx t Du t

Cx t Du t

 

 

 

 

 כאשר הגדרנו:

      ,C CT D D  

 

)בסה"כ קיבלנו את משוואות המצב השקולות עבור ווקטור המצב  )x t: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d
dt

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

 

 
 

 כאשר:

1 1,

,

A T AT B T B

C CT D D

  

 
 

 

)במערכת  , , , )S A B C D  ל המערכת השקולהנקראת- ( , , , )S A B C D התמרת, באמצעות 

 .  T השקילות

 

 

:  התמרת השקילות מוגדרת באופן זהה למערכות בזמן בדיד. כל האמור להלן נכון למערכות הערה

 הזמן רציף ובזמן בדיד ללא שינוי.
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 ב. תכונות המערכת השקולה:

 

 ט:כאמור המערכת השקולה משמרת תכונות עיקריות של המערכת המקורית. בפר

 

 .Sפונקצית תמסורת זהה לזו של המערכת המקורית  S. למערכת השקולה 1

 

: התכונה נובעת למעשה לפי הבנייה שלנו: אותות הכניסה והיציאה לא השתנו, ולכן הקשר הוכחה

 זאת גם באופן אלגברי:ביניהם )הנתון ע"י פונקציית התמסורת( לא השתנה. נוכיח 

1

1 1 1

1 1 1

1

( ) ( )

( )

( )

)

( )

( )

(

H s C sI A B D

CT sI T AT T B D

C T sI T AT T B D

C sI A B D

H s



  

  



  

  

  

  



 

 

1T. הקשר בין מטריצת הקונטרולביליות של שתי המערכות הינו:       2  . 

 ונטרולבילית.ק Sקונטרולבילית אם ורק אם המערכת המקורית  Sמכאן: המערכת השקולה 

 

 

 :  נחשב את מטריצת הקונטרולביליות הוכחה

1: [ , , , ]nB AB A B 

 נשים לב כי:

1 1 1 1 1( ) ( )( ) ( )k k kA T AT T AT T AT T AT T A T         

 ולכן

1 1 1( )( )k k kA B T A T T B T A B    

 ומכאן

1 1 1 1 1 1 1[ , , , ] [ , , , ]n nT B T AB T A B T B AB A B T         

 

1T  קיבלנו כי    .כנדרש 

1T -עתה, מכיוון ש   מכאן שנשמרת תכונת זהה לדרגת  מטריצה לא סינגולרית נובע כי דרגת .

 הקונטרולביליות )דרגה מלאה של מטריצת הקונטרולביליות(.
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 . T    . הקשר בין מטריצת האובזרווביליות של שתי המערכות הינו:   3

 אובזרוובילית. Sאובזרוובילית אם ורק אם המערכת המקורית  Sמכאן: המערכת השקולה 

 

 .2: באופן דומה לתכונה הוכחה

 

 

ט' והשניה לא( או בתכונות : שתי מערכות השונות בתכונות הקונטרולביליות שלהן  )אחת קונמסקנות

ת התמסורת שלהן ישקולות, אפילו אם פונקצי אינןהאובזרווביליות שלהן )אחת אובז' והשניה לא( 

 זהה.

 

 

 ג. התמרת שקילות בין מערכות קונטרולביליות

 

 :  כל שתי מערכות קונטרולביליות בעלות פונקציית תמסורת נומינאלית זהה הן שקולות.1משפט 

 

 ביתר פרוט:

1יהיו  1 1 1 1( , , , )S A B C D 2 -ו 2 2 2 2( , , , )S A B C D ית תמסורת ישתי מערכות בעלות פונקצ

 נומינאלית זהה )כלומר: לפני צמצומים(.

 א. אם שתי המערכות קונטרולביליות, אזי הן שקולות.  

1נתונה על ידי     2S -ל 1Sב. במקרה זה, התמרת השקילות בין 
1 2 1 2( )T T 
 . 

1)כלומר:     
2 1A T ATהן מטריצות הקונטרולביליות המתאימות. 1, 1, וכו'(, כאשר 

 

 הוכחה )חלקית(:

שקולה  1Sלעיל ראינו כי אם מערכת  2רת השקילות.  בתכונה טענה ב' נובעת ישירות מתכונות התמ

1, אזי Tעם התמרת שקילות  2Sלמערכת 
2 1T  1אינה סינגולרית אם  2. אולםS 

1קונטרולבילית, ולכן 
1 2( )T . 

 

את טענה א' ניתן להוכיח על ידי חישוב אלגברי ישיר, אשר מראה כי עבור התמרת השקילות שמצאנו 

1אכן מתקיימים הקשרים הדרושים:          1
2 1 2 1 2 1, ,A T AT B T B C C T    . 

 לא נפרט חישוב זה פה.

 

 

בצורה קנונית של קונטרולר )שהיא  2Sפט זה נקבל באם ניקח את המערכת  מקרה פרטי של מש

 קונטרולבילית כידוע(.  עקב חשיבותה נציין תוצאה זו במפורש:
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)': כל מערכת 1משפט  , , , )S A B C D  הינה שקולה למערכת המצב   קונטרולביליתשהינה

( , , , )c c c cS A B C D  בצורה קנונית של קונטרולר  )עם פרמטרים המתאימים לפונקציית

 (.Sהתמסורת של  

)1הינה:            cS-ל Sהתמרת השקילות בין  )cT  

]S :1של  רולביליותהינה מטריצת הקונט         כאשר , , , ]nB AB A B , 

ית התמסורת ישל מימוש קונטרולר עבור פונקצ רולביליותהינה מטריצת הקונט cואילו  

1( ) ( )H s C sI A B    שלS,דהיינו , 

                                                          
1 1

1

1
1
0
0
0 0 0 1

n

c

a a

a




 
 
 
 

 

 

 

: כל המערכות הקונטרולביליות בעלות תמסורת נומינאלית זהה שקולות זו לזו, וניתן סיכום ביניים

 רולבילית.לייצג את כולן )עד כדי התמרת שקילות( ע"י המערכת בצורה קנונית קונט

 

 

 

 . התמרת שקילות בין מערכות אובזרווביליותד

 

 :  כל שתי מערכות אובזרולביליות בעלות פונקציית תמסורת נומינאלית זהה הן שקולות.2משפט 

 

 ביתר פרוט:

1יהיו  1 1 1 1( , , , )S A B C D 2 -ו 2 2 2 2( , , , )S A B C D  שתי מערכות בעלות פונקצית תמסורת

 זהה )כלומר: לפני צמצומים(. נומינאלית

 א. אם שתי המערכות אובזרווביליות, אזי הן שקולות.  

1נתונה על ידי     2S -ל 1Sב. במקרה זה, התמרת השקילות בין 
1 2 1 2( )T T 
 . 

1)כלומר:     
2 1A T ATהן מטריצות האובזרווביליות המתאימות. 1, 1ו'(, כאשר, וכ 

 

 

 . 1, וההוכחה דומה1תוצאה זו הינה דואלית למשפט 
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א בצורה קנונית של אובזרוור )שהי 2Sמקרה פרטי של משפט זה נקבל באם ניקח את המערכת  

 אובזרוובילית כזכור(. 

 

 

)': כל מערכת 2משפט  , , , )S A B C D  הינה שקולה למערכת המצב   אובזרווביליתשהינה

( , , , )o o o oS A B C D  בצורה קנונית של אובזרוובר  )עם פרמטרים המתאימים לפונקציית

 (.Sהתמסורת של  

1הינה:            cS-ל Sבין  התמרת השקילות
obsT  

 , Sהינה מטריצת האוזרווביליות  של    כאשר       

של מימוש אובזרוור עבור פונקצית התמסורת ובזרווביליות אהינה מטריצת ה obsואילו 

1( ) ( )H s C sI A B    שלS,דהיינו , 

                                                          1

1 1

1
1 0 0

0
1

obs

n

a

a a


 
 
 
 

 

 

 

מסורת נומינאלית זהה שקולות זו לזו, וניתן : כל המערכות האובזרווביליות בעלות תסיכום ביניים

 לייצג את כולן )עד כדי התמרת שקילות( ע"י המערכת בצורה קנונית אובזרוובילית.
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 התמרות שקילות –ה. סיכום 

 

התמרות שקילות משמרות את התכונות הבסיסיות של מערכת מצב: ביניהן פונקציית התמסורת,  .1
 קונטרולביליות, אובזרווביליות.

 

ל שתי מערכות מצב קונטרולביליות בעלות תמסורת נומינאלית זהה הינן שקולות, כאשר התמרת כ .2

1השקילות הינה: 
1 2 1 2( )T 
 . 

 בפרט, כל מערכת מצב קונטרולבילית שקולה לצורת קונטרולר המתאימה.
 

ות, כאשר התמרת כל שתי מערכות מצב אובזרווביליות בעלות תמסורת נומינאלית זהה הינן שקול .3

1השקילות הינה: 
1 2 1 2( )T 
 . 

 בפרט, כל מערכת מצב אובזרוובילית שקולה לצורת אובזרוור המתאימה.
 

 

 

כזכור, ראינו כי מערכת מצב הינה מינימאלית )ללא צמצומים בפונקציית התמסורת( אם ורק אם היא 

 לעיל( כי: 3או  2)לפי קונטרולבילית ואובזרוובילית. מכאן נובע מיידית  

 

 מערכות מצב בעלות תמסורת זהה ומינימאלית )ללא צמצומים( הינן שקולות זו לזו.זוג כל  .4
 



 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו
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 חסר : 21הרצאה 

 

 

 



 ( 044191)  1בקרה הרצאות במערכות 

 פרופ' נחום שימקין

 הפקולטה להנדסת חשמל –טכניון 

 חורף תשע"ו
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  מבוא לבקרה ספרתית מבוא לבקרה ספרתית   : : 2222הרצאה הרצאה 

 

המערכות אותן אנו מבקרים הן ברובן מערכות פיזיקליות בזמן רציף. לעומת זאת, מרבית הבקרים 

ופן ספרתי, בעזרת מחשב או כרטיס אלקטרוני המיועד לכך. בפרק זה נראה כיצד כיום ממומשים בא

משלבים את המערכת האנאלוגית עם הבקר הספרתי, מהי השפעת הבקר הספרתי,  וכיצד ניתן לתכנן 

 אותו.  כמובן, נביא פה רק מבוא לנושא.

 

 מבנה בסיסי של מערכת בקרה דגומה . 22.1

 

 ילוב של מערכת מבוקרת בזמן רציף עם בקר ספרתי מוראית בציור:השסכמה עקרונית המתארת את 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 הרכיבים הספרתיים הינם הבאים.

 

): ממיר אות אנלוגי בזמן רציף, דוגם )e t ,לאות ספרתי בזמן בדיד ,[ ]e k: 

[ ] ( ), 0,1,2,e k e kT k  

], כך שהדגימה A/Dעולת הדוגם  כולל גם פ  ]e k .מיוצגת כערך ספרתי בעל אורך מילה סופי 

 

 :  הבקר ממומש כתוכנית מחשב.בקר ספרתי

tבכל זמן  kT  הבקר מקבל דגימה[ ]e k  ומחשב ערך בקרה[ ]u k. 

 ינארי של הבקר ממומש באופן טיפוסי על ידי משוואת הפרש:החלק הל

1 1 0k k n k n k m k mu a u a u b e b e         

  :Zמשוואה זו ממשמשת את פונקציית התמסורת הבאה במישור 

1
0 1

1
1

( )
1

m
m

n
n

b b z b z
H z

a z a z

 

 

  


  
 

]: רכיב זה הופך את האות הספרתי D/A  +Holdממיר  ]u k  לאות אנלוגי( )u t. 

ממיר 

D/A  

+HOLD  

( )r t




בקר 

 ספרתי

( )e t [ ]u k[ ]e k ( )u t
( )y t

מערכת 
פיסיקלי

 ת
 ס בקרהכרטי \מחשב 

T
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המעבר מזמן בדיד לזמן רציף מתבצע על ידי אינטרפולציה בין הדגמים הבדידים. שיטת 

 :Zero-Order Hold  –האינטרפולציה הנפוצה ביותר היא הפשוטה ביותר 

( ) [ ]   for   [ ,( 1) )u t u k t kT k T   

(. ניתן להעביר אות זה במסנן מעביר נמוכים )בער למקוטעין-האות המתקבל הוא בצורת מדרגות )קבוע

רוחב סרט גבוה משמעותית מזה של המערכת( כדי להחליק את הקפיצות, או להסתפק באפקט 

 ההחלקה )סינון אפקטיבי( של המערכת הפיסיקלית עצמה. 

 

 

)המערכת שתיארנו הינה בעלת כניסת ייחוס רציפה,  )r tת בהמשך. בחלופה הבאה אות , אשר נדגמ

 הייחוס הינו אות ספרתי מלכתחילה: -כניסת

 

 

 

 

 

 

 

 

 

]מערכות זהות מבחינת תגובתן, כיוון שהאות שתי  ה ]e k   :בשתיהן הינו זהה[ ] [ ] [ ]e k r k y k . 

 

 

  D/Aממיר 

+HOLD  


 בקר 
 ספרתי

[ ]u k[ ]e k ( )u t
( )y t

מערכת 
 פיסיקלית

 כרטיס בקרה \מחשב 

T

[ ]r k
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 גישות לניתוח המערכת  . 22.2

 

ציור הראשון. מערכת זו הינה מערכת בזמן רציף, בין כניסת למערכת הדגומה שתוארה בנתייחס 

)הייחוס  )r t  ליציאה( )y t.  :קיימות שתי גישות משלימות לניתוח המערכת 

 

קבועה בזמן.  לפיכך לא ניתן לחשב עבורה  איננהא. כמערכת בזמן רציף. ניתן לראות כי מערכת זו 

)ונקציית תמסורת פ )T s או תגובת תדר ( )T j הגישה פה תהיה למצוא פונקציית תמסורת .

)כלומר מערכת לק"ב בזמן רציף אשר מקרבת את הקשר המדויק בין ,  מקורבת )r t  ליציאה( )y t. 

 

] הדגומיםערכת בזמן בדיד: ניתן להראות כי הקשר המתקבל בין האותו ב. כמ ]r k ו- [ ]y k  ניתן

לתאור )מדויק( על ידי מערכת לק"ב בזמן בדיד, אשר ניתנת לחישוב מפורש. גישה זו לניתוח המערכת 

)ו איננו מקבלים במפורש את ערכי היציאה נקראת "גישת השקול הבדיד". נציין כי בגישה ז )y t  בין

 רגעי הדגימה.

 

 אנו נמשיך פה את הניתוח בגישה הראשונה.  בפרט, נראה כי החלק הספרתי של המערכת:

 

 

 

 

 

 

 על ידי המערכת הבאה בזמן רציף:ב רקומניתן תיאור 

 

 

 

 

 

)כאשר  )H s פונקציית תמסורת מתאימה המתקבלת מתוך  הינה( )H z. 

 

  D/Aממיר 

+HOLD  

( )e t [ ]u k[ ]e k ( )u t

 בקר ספרתי

T
( )H z

( )e t ( )u t
/2sTe ( )H s
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 השפעת הדגימה ובחירת זמן הדגימה . 22.3

 

הדגימה, נתבונן בחלק הספרתי עם  פונקציית התמסורת הטריוויאלית:  כדי לבודד את השפעת 

( ) 1H z . 

 

 

 

 מן )מדוע?(. נדגיש שוב שמערכת זו איננה קבועה בז

 

 א. השהיה אפקטיבית:

נבחן את יציאת המערכת עבור מספר כניסות אופייניות, כגון כניסת ריצה וכניסת סינוס. נניח כי האות 

 משתנה לאט יחסית לזמן הדגימה.

/ניתן לראות כי ההשפעה העיקרית על אות היציאה, לאחר החלקת הקפיצות, , הינה השהיה של  2T, 

 כמחצית מזמן הדגימה.

 

 :(aliasing) ב. קיפול תדרים

)מאותות ומערכות, כל מרכיב של האות  כזכור )e t גבוה מ בתדר-
T
   תדר ניקוויסט( מתקפל )או(

]"מתחזה"( לאות בפס הבסיס   , ]
T T
   . 

-גבוה מ בתדרהכוללת אינה יכולה לעקוב אחר אותות מכאן שהמערכת 
T
 דבר זה מהווה הגבלה חד .-

Bמשמעית על רוחב הסרט של המערכת הכוללת:   T
 . 

 

למעשה המגבלה חמורה יותר, כיוון שיש למנוע כניסת אותות כלשהם בעלי משרעת משמעותית בתחום 

ים התדר
T
  אותות אלה "יתחזו" לאותות כניסה בפס הבסיס לאחר הדגימה, וישפיעו בהתאם .

נמוכים מתאים לפני -על היציאה בתחום תדרים זה. כדי למנוע זאת יש לשקול הוספת מסנן מעביר

 .  anti-aliasingמסנן הדוגם, הנקרא 

T -ל Bוח בין רוחב הסרט של מסנן זה צריך להיקבע במרו
 הוא צריך להיות רחב מספיק כדי :

שהשפעתו על ביצועי המערכת בתחום רוחב הסרט שלה תהיה קטנה, ומצד שני צר מספיק כדי להנחית 

-את התדרים מעבר ל
T
כת ניתן לקחת בחשבון בזמן התכן על ידי . את השפעת המסנן על ביצועי המער

 הכללתו בתמסורת מערכת המבוקרת. 

 

ZOH 
( )e t [ ]u k[ ]e k ( )u t

T
( ) 1H z 
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  בחירת זמן הדגימה:

2Bנניח כי רוחב הסרט הנדרש של המערכת הכוללת הוא  Bf  . 

1כדי למנוע קיפול תדרים, נדרש לפחות 
2B Bf

T 
   ,1.   אקוויולנטית 2s BT

f f. 

 , כלומר:לפחות 10עד  5למעשה נבחר זמן דגימה קטן יותר פי 

10 20
1 1

B Bf f
T   10, או 20s Bf f . 

 

 ניתן להבין זאת במספר היבטים:

 . עקרונית: לעקיבה סבירה נדרשת השתנות קטנה יחסית של האות בין רגעי הדגימה.1

 התחזות. –: ראו הדיון לעיל לגבי התחזות ומסנן מניעת . מניעת קיפול תדרים2

. השפעת  ההשהיה  על עודף הפאזה: לפעולת הדגימה השפעה על ביצועי המערכת, כאשר ההשפעה 3

העיקרית היא על עודף הפאזה )כלומר, על הריסון והיציבות(. כפי שראינו הדגימה מוסיפה בקרוב 

/השהיה של   2T ,  2/כלומר גורםsTe  המוסיף פאזה שלילית של/ 2T  כזכור את עודף  .

 והורדת הפאזה בתדר זה הינה:, co-הפאזה אנו מודדים ב

/ 2 2 (180 / 4 ) 90 /co co co sT f T f f        

לערך של מספר מעלות.   רצוי להגביל אתאזה כדי למנוע השפעה מהותית של ההשהיה על עודף הפ

3עבור  6   15 :                                                נקבל 30s cof f . 

1.5Bשבאופן טיפוסי מכיוון  co cof f f       ,10 נקבל 20s Bf f . 

 

 

 

 קירוב דיסקרטי של תמסורת רציפה . 22.4

 

)נתבונן במערכת  )H s כלשהי בזמן רציף,  בעלת תמסורת( )H s כניסה ,( )u t  ויציאה( )y t. 

)ד, בעלת תמסורת נתבונן במקביל במערכת בזמן בדי )H z כניסה ,[ ] ( )u k u kT ויציאה ,[ ]y k. 

 

)כיצד יש לבחור את  )H z  על מנת שתגובת שתי המערכות תהיה דומה, כלומר[ ] ( )y k y kT ? 

 

 קיימות מספר אפשרויות,  ביניהן:  חד משמעית כיוון שמדובר בקירוב.התשובה לשאלה זו אינה 

 . שימוש בקירוב אוילר לאינטגרציה )פחות נפוץ(.1

 . שימוש בקירוב הטרפזי לאינטגרציה.2

 (.zלמישור  s)לאחר התמרה מתאימה בין מישור  . שמירה על ערכי קטבים ואפסים3



 : מימושים קנוניים, שקילות 20הרצאה  הרצאות, חורף תשע"ו, נחום שימקין - 1בקרה 

 

 6 - 20 

): מחושב בהנחה שערכי ZOH. קירוב 4 )u t .קבועים בין רגעי הדגימה 

 

 .2-)להדגמה( ו 1נותנת לרוב קירוב טוב של תגובת התדר. אנו נתאר פה את אפשרויות  2ת אפשרו

 

מתקבלות על ידי קירוב הפעולה הבסיסית של אינטגרציה בזמן רציף, על ידי פעולות  2-ו 1באפשרויות 

 מתאימות בזמן בדיד.  

)נניח כי   ) 1/IH s s  :כלומר ,( ) ( )
t

y t u d  . 

 

]. קירוב אוילר  לאינטגרל נותן:                           1 1] [ ] [ ]y k y k Tu k  . 

:                                             zלאחר התמרת  
( )

( )
( ) 1I

Y z T
H z

U z z
 


                                             

)פעולת הנגזרת( בזמן הרציף  בגורם    sקרוב זה מתקבל על ידי החלפת המשתנה 
1z

T


   . 

 ניתן להרחיב שיקול זה לפונקציית תמסורת כללית, ולקבל את הקירוב:

1( ) ( )
T

z
s

H z H s 


 

לאינטגרל הינו:                   זיהקירוב הטרפ. 2
[ ] [ 1]

[ 1] [ ]
2

u k u k
y k y k T

 
  . 

:                                             zלאחר התמרת  
2

( ) 1
( )

( ) 1I

TY z z
H z

U z z


 


                                             

)פעולת הנגזרת( בזמן הרציף  בגורם    sקרוב זה מתקבל על ידי החלפת המשתנה 
2 1

1

z

T z




   . 

 לפונקציית תמסורת כללית, נקבל את ההמרה:

1

1

2 1

1

( ) ( )
T

z

z
sH z H s 








 

 .Tustinלינארי, או שיטת -קירוב זה נקרא קירוב בי

 

   :קוד מטלב 

>> s=tf('s');  H=(s+2)/(s^2+5*s+3); T=0.1; 

>> Hd=c2d(H,T,'tustin');   

>> step(H,Hd)   % compare the step responses  

 

 



 : מימושים קנוניים, שקילות 20הרצאה  הרצאות, חורף תשע"ו, נחום שימקין - 1בקרה 
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 תכן בקר ספרתי: גישת הקירוב הרציף . 22.5

 

)על ידי שילוב המרכיבים שתיארנו לעיל, ניתן לקבל את גישת התכן הבאה עבור הבקר  הבדיד  )H z. 

 

לפי רוחב הסרט הרצוי של המערכת הכוללת. במידת האפשר, יש לבחור  T. נבחר את זמן הדגימה 1

1
20s Bf f

T
 

 

 . נחליף את החלק הספרתי של המערכת:2

 

 

 

 

 במערכת הבאה בזמן רציף: 

 

 

 

 

 

/ההשהיה בשיעור  2T מייצגת את השפעת ה- HZOלמשל שרטו( ט .  לצרכים מסוימיםRL נוח )

2/להחליף השהיה זו בקירוב רציונלי כגון:  1

1 / 2
sTe

sT



.   

). נתכנן בקר רציף 3 )H s.בעזרת אחת השיטות שלמדנו לתכן בקר רציף , 

 

 לינארי:-למשל הבי –. נחשב את הבקר הבדיד על ידי קירוב מתאים 4

1

1

2 1

1

( ) ( )
T

z

z
sH z H s 








 

 

 

 

אינה זניחה, יש לקחת  Bשהשפעתו בתדר  aliasing-antiהערה: במידה ומוסיפים לפני הדוגם מסנן 

)השפעה זו בחשבון על ידי הכללת תמסורת המסנן בתמסורת המערכת המבוקרת   )P s. 

 

  D/Aממיר 

+HOLD  

( )e t [ ]u k[ ]e k ( )u t

 בקר ספרתי

T
( )H z

( )e t ( )u t
/2sTe ( )H s


